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LUIGI BIANCHI 


GLI AUTORI 


PREFAZIONE 


Scopo di quest'opera è quello di raccogliere e coordinare 
i risultati ottenuti in recenti studi di geometria differenziale: 
risultati che da soli costituiscono un nuovo ampio capitolo di 
dottrine geometriche dedicato alla ricerca delle proprietà dif- 
ferenziali invarianti per collineazioni. La grande ampiezza di 
queste ricerche, e il vasto sviluppo da esse ricevuto negli 
ultimi anni ha dato al libro una mole tale da consigliare alla 
Casa Editrice Nicola Zanichelli, così benemerita degli studii 
matematici italiani, di dividere l' opera in due volumi. L indice 
darà una chiara idea degli argomenti trattati. 

La redazione è dovuta alla collaborazione del due autori; 
per i risultati che sembrano nuovi si troverà sovente, anche 
soltanto con la iniziale Е oppure ©, indicato a quale dei due. 
spetti la priorità. 

Gli Autori infine esprimono qui tutta la loro riconoscenza 
sia alla Casa Zanichelli, sia agli illustri Colleghi che hanno 


voluto redigere notevolissime appendici per il loro trattato, 
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INTRODUZIONE 


8 1, - Coordinate, versi, orientazioni. 


A) Coordinate di punto, piano, retta. 


Siano ж, y, 2, t coordinate omogenee di punto, ё, n, C, т 
coordinate omogenee di piano, Indicheremo un punto o un piano 
con la sola sua prima coordinata x o ё, Dati n punti ау, taye Un 
con (а, ayey Va) Oppure più semplicemente соп (a, =... W) 
indicheremo sia la matrice 


i Vi Vases Un 
(1) 


che $ massimi suoi minori. Notazioni analoghe varranno per n 
piani &. Рег n=4 tale matrice si riduce a un determinante. Per 
n =3 con (а, Va, ау) indichiamo quindi non solo la matrice delle 
Vj, Yiz Zis ts (=1, 2,3) ma anche i suoi minori del terzo 
ordine; e per evitare equivoci di segno, determiniamo senz'altro 
di considerare i complementi algebrici di x,, y,, 24, ta in 
(xi, аз, аз, 24). Per n — 2, con (а, ж) indichiamo non solo la 
matrice delle x, Yi, Zi ti, (=1, 2), ma. anche i suoi minori 
‘ del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo : 

(2) | Pu=0, Pis =P 

Pia = ) Ys — 2534) = — раз; Pia — (29 — жщ) — — poi; 

€00.; py, — (21 ly — 236) = Ps + 


Кош: ө Cron, Lexfoni di Geometria proiettivo-differenziale. 1 
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Le p,, sono le coordinate di Pliicker della retta congiun- 
gente i punti x, ed zs. 
Dualmente, se é,, ё, sono due piani, porremo : 


^ 


Tu=), Tya = — тар 2 (Ei Na — Éa M); Tis = — та = 
= ( 8—1)... Taa = — Tus = (bi 4 — ху). 


Le x,, sono le coordinate di Plücker della retta intersezione 
dei piani &, g. Ora, se i piani i, & contengono i punti aj, zs, 
le due rette precedenti coincidono; ed è ben noto che lé coordi- 
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno 
di un fattore; perchè si tratta di coordinate omogenee) si possono 
scegliere in guisa che sia proprio: 


137 7345 Paa = 73 93 Pia = Tago — — 7341 
Tia = Pao) D14— Tag) Роз SMa. 


(3) 
Queste uguaglianze saranno indicate simbolicamente con 


(4) (ж, ж) = ($1) &). 


Se invece i punti а, v, 21, % giacciono su una stessa 
retta, la 


(5) (m; аз) = (t1, а) 
indica che: 
4, Ya — ta Yy = Vi js — WY, 000. dala — 290 =z 5 — zeti , 


ossia, definendo le р" in modo analogo alle p, che: Pps —;,. Si 
noti il differente significato che, per definizione, hanno le (4), (5), 
dovuto al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi- 
nate w, w di punto e in (4) coordinate æ di punto in un membro, 
coordinate & di piano nell’ altro, Così le: 


(5) bis (&; &) =$, &) 


hanno un significato analogo a (5), indicano cioè che TM 
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Talvolta le sei coordinate di una retta, anziché essere con- 
traddistinte da indici, sono indicate con lettere differenti; e si 
pone: 


Pia =l, pa =M, Pu =n, Pu == р, Pao =, Рз". 


Anche una retta sarà indicata, enunciandone una sola coor- 
dinata; e noi diremo sovente la retta p anziché dire la retta di 
coordinate p,, oppure p, q, r, l, m, n. 


B) I simboli 5, X. 


Con una espressione del tipo Sa? (oppure S£, oppure Sé a) 
indichiamo una somma, i cui addendi si ottengono dal primo, 
rotando le coordinate di punto o di piano. Cosl p. es. 


() Soto py +28 48, 68—681 4-0-9, 
Síc—tz--"y--Ce-- tt, ecc. 


Invece con espressioni del tipo Ya}, Xê, x, ecc, indichiamo 
somme i eui addendi si ottengono dal primo, facendo variare 
l indice i. Così p. es. se abbiamo 3 punti a o З piani ё, 
(i =1; 2, 3), poniamo : 


(т) Lat ай i-a, DE = +R, 


X62, =k t -H Ga a + 58 29 , есе. 
Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo 
SXia-—XSa 


e analoghe; il loro significato è chiaro senz'altro, così p. es, noi 
porremo : 


(8) SS= X (A+ ++), oe 


se si tratta di 3 punti ду, 
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Significato analogo ha la scrittura Spp, quando p e p 
siano le coordinate di due rette. Se la prima congiunge i punti 
жү, XQ, la seconda i punti а, аң, così che 


pe (91, ж), р == (25, wa) › 
si porrà : 
(9) Spp = Pia P + Pu Pie + Pis Ре 4 Pa Pia + Ри Pos + Pau 
= (р 4-р 14-4 m- qm «rn 4- n). 
(10) کے‎ (2 Wa Va w) . 
In particolare 
8р2 (Pig Psat з Dio t Pra Pas) =2 (pl 4- qm -- rn). 


Cosiechó, com’ è ben noto: Condizione necessaria e sufficiente af- 
finchè p, q, r, 1 m, n, siano coordinate di una retta è che Sp* == 0; 
affinchè p e р" siano due rette incidenti è che Spp' — 0. 

Se р è la retta individuata dai punti ау, 2 e р la retta 
intersezione dei piani & e & così che 


P=) 23) ; pzz(6&) (*); 
allora : 


, y Баа Sé 
OP 


(*) Questa seconda uguaglianza indica che : 
\ 


D. mm Tae (uo e ry pamm Raa =, Na — Ea h). 
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C) Orientazioni di una retta. 


Diremo punto analitico una quaterna di valori reali non tutti 
nulli delle x, y, 2, / determinati a meno di un fattore positivo. 
Le quaterne 2, у, 2,1 e — x, — 9, —2, —1, pure individuando 
uno stesso punto geometrico, si considereranno pertanto come 
definenti due punti analitici distinti; in modo simile definiremo i 
piani analitici, 

Due punti analitici a, ed æ, determinano un verso sulla 
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto 


Хау ра por р: А 


crescente; così due piani analitici & е &y determinano nel loro 
fascio il verso in cui ruota il piano Аё Tr per i: A crescente. 
Siano dati 4 punti analitici 


$,, 39, 25, Va tali cho — (25 25 25 w) 0. 


Considereremo associati il verso per 4: crescente in cui si 
muove il punto Xa, -|-q 25, © quello in cui ruota il piano che 
dai punti а, zy proietta la punteggiata Xx3-|-p.2. Al variare 
dei punti zy, аң in guisa che sia sempre ‘x, ay v, aj) > 0, co- 
sicchò in particolare i punti а; non diventano mai complanari, io 
dico che non cambia l'associazione dei versi sulla punteggiata 
жу, % e sul fascio dei piani passanti per essa, Ciò si può dimo- 
strare direttamento, o con considerazioni di continuità, oppure 
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla 
indipendente da da Siano $, & due piani passanti per а, 2$, 


e sia (& &) = (v, vi). Sarà: 


S (y &) (жу а) — S (ху ta) (аз 24) 


S È, Vy S È, da | 


Sta BG, (072.23 x)l0. 
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Il piano pé, --66& passa per X zg f} yz, se: 


0 =8 (pê 4-66) (oa + o) = pA SE + 
H py S6 oq | A 6S6 25 -- v. 6 S6, v, 


ossia : 


А E 862, 66а 


P E 8&2,-- 82; 


In virtù della precedente disuguaglianza È cresce con E, ciò 


che avviene anche se le (ё, &j) differiscono per un fattore positivo 
dalle (x, 25). Quindi : 

Se i piani &, &y passano per i punti x, ed Xa, se (È, $) dif- 
feriscono per un fattore positivo dalle (x, xs), allora sono associati 
i versi per p: crescente nella punteggiata \x1-|-pxg e nel fascio 
№ + pf, e sono pure tra loro associati è versi per pi) de 
crescente, 

Si noti che questa associazione, se è dato il tebaedro fonda- 
mentale, dipende esclusivamente dalla retta (e non dal modo come 
su essa sono stati scelti i punti æ od i piani €). Ciò è evidente 
ве ai punti 24, a sostituiamo altri due punti z,, 2, in guisa 
che (%3, Ta) differiseano per un fattore positivo da (2,, 22). Ma 
anche se cambiamo i segni, il modo d'associazione non varia. 
Infatti p. es. cambiando a, in — 24, oppure Xin — à, oppure 
0, con Xa, Sİ dovrà fare una operazione analoga sulle ё, affinchè 
(6, &) e (X1 дь) differiscano per un fattore positivo, E la pre- 
cedente associazione di versi resta inalterata. 

Tale associazione di versi si dirà 1 orientazione protettiva 
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di 
coordinate, cioò dal tetraedro di riferimento, 

Dalla definizione segue immediatamente che, se sono dati 
4 punti j, Xa, Va, o, tali che (Xy Va 2% à.) > 0, ossia, se sono 
date due rette р е р [essendo p= (ау Xo), p = (030%) | tali che 
Spp >0, allora il verso per р: А crescente sulla punteggiata 
^12, 3 è quello associato al verso in cui ruota il piano che 
dalla stessa retta p proietta A X,- à, quando р: А cresce. 
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D) Orientazione di un fascio. 


Sia dato un elemento analitico (x, È) cioè un punto analitico 
ж e un piano analitico ё che si appartengono, così che si abbia 
Sæ 0. Scegliamo in ê altri due punti analitici zs, x in guisa 
tale che È e (x, xs, wy) differiscano per un fattore positivo; e per 
x facciamo passare due piani &, & in guisa che altrettanto avvenga 
рег ж e (È êg, &). Allora z ed [(%, zs, 25), fa, &] differiranno per un 
fattore positivo. Il primo minore di questa matrice, cioò il comple-. 
mento algebrico di y nel determinante 


[(®, а, аз), Sa) So Xl 


è il prodotto della matrice (z, xs, zy) per la matrice 


1770700250 
& Ma Ca Te 
& тъ Ca © 


cambiato di segno, cioò, poichè 5 &, 2 = Sé 2 == 0, vale 
— wI (ag жу) (Ea Eo) == — x (S ولت‎ Êa S а g — S to Ea S 2, 6). 
Poichè deve differire da x per un fattore positivo, l’ espressione 
S (25 2) (& &) = S a 6 8256 — S 2 Èo S 2G 


sarà negativa. E quindi, poiché il piano рё, -]- 6& è incidente al 
punto ^ а ~ a quando 


0 = S (p& A 66$) (а -- p.23) = 
= }م‎ Stay E Sha Sf HEESE 2) 


6 А 
пе segue che is decrescente per È crescente е viceversa. 


TEA E NR PERLE ОРГ TI REA SIR OI PTT I. 
А 
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[4 


Il verso di w: X crescente sulla punteggiata Xx, -- ya. che 
coincide col verso per 6: р decrescente nel fascio рё, -|- 6& (segato 
x con È) si diranno il verso positivo nel fascio di vertice œ e piano È. 

i Mentre, dato il tetraedro di riferimento, una retta individua 
la sua orientazione proiettiva, non basta dare un fascio per indivi 
duarne il suo verso positivo. Questo infatti si conserva cambiando 
contemporaneamente di segno x e È, ma si inverte cambiando di se- 
gno le sole x 0 le sole È. Questo verso invertito si può anche con- 
siderare come il verso del fascio (ê, æ) indicato enunciando prima 
Y le coordinate del piano analitico ё poi quelle del punto analitico a. 


E) Alcune identità di matrici, 


[(4 аз а), (ar, ааа) | = (11.02) (W1 2% 2 04) 
(12) [401 с. 005), (V1 Va 20, (a, аза) ] == ал (2, Lo 205 о)? 


[ (27, La Va), (Vi 02.04), (01 Vy Va), (ang, Voy VY] == (any Vo ang (у. 


8 2 - Collineazioni. 
5 A) Preliminari, 


Una collineazione è definita da formole del tipo : 
T = 410 + ne Y- 4,32 + aut 
J = üy D+ ds y + 03% + аі 
xy (| 87929 F ау + 02 + aut 


t= aj | ав у-|- 052 + aut 
a cui corrisponde sui piani la: 


(1) be E= an E H an 5j + as t4-24 * 


T4 4. 


о 
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e analoghe o anche, se 4,, è il complemento algebrico di а„ nel 
determinante A = |а,, |, diviso per lo stesso А: 


(1) E= Au EH Arm + Ant + 41,1. 


Il determinante A, differente da zero per collinoazioni non degeneri, 
si dirà il modulo della collineazione. È identicamente : 


(2) Sto =: SEZ 
La (1) si può riguardare come prodotto delle : 


= =з О car 
d=p@, TS E LS 


үл uo: ode - a 
e analoghe, ove | 
є 
р=ү4. 


La prima si dirà una collineazione moltiplicativa di fattore p è goo- 
metricamente equivale alla trasformazione identica; la seconda si 
dirà unimodulare perché ha il modulo 1, Questa. decomposizione, 
che nel campo complesso è sempre possibile, è invece nel campo 
reale possibile soltanto se 4 >> О, Nel campo reale cioè ogni colli- 
neazione a modulo positivo è ancora scomponibile mel prodotto di 
una collincaz, moltiplicativa e di una unimodulare. ‘Invece ogni 
collineazione a modulo negativo è prodotto di una collinéaz. a modulo 
positivo e di una particolare collintaz, a modulo negativo (p. es. della 
T= — 0,9 = y, E ==2,1 =t). Quelle a modulo positivo conservano 
il segno dei determinanti (aa, ача) e perciò la legge di orientazio- 
ne delle rette: quelle a modulo negativo (0 di seconda specie) inver- 
tono tale legge di orientazione. 

Noi, per studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap- 
prima gli invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo 
invarianti unimodulari, Dedurremo роі da questi gli invarianti 
proiettivi per collineazioni a modulo positivo, normando le coor- 
dinate degli enti studiati (punti, rette о piani) cioè fissando in 
qualche modo il fattore di proporzionalità delle loro coordinate 
omogenee, 
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B) Oollineazioni nello spazio rigato. 


Una collineaz. moltiplicativa di fattore + p individua eviden- 
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore p? sulle 
coordinate di retta; e viceversa una collineaz. unimodulare sulle 
x equivale ad una collineazione ancora unimodulare sulle coordi- 
nate di retta che trasforma in sè la forma quadratica 


Sp=2 (lp+mq+nr), 


e quindi anche la forma bilineare 
Spp —ly +lp4+mq + mq |n'r-|- nr . 


Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che 
trasformi in sò stessa tali forme, Essa porterà due rette incidenti 
р, р in due rette incidenti p, р’ e perciò porterà un fascio di 
rette in un fascio di rette, una stella di rette in un’altra stella 
, oppure in un piano rigato. Io dico che il secondo caso è da 
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continuità la trasform. 
considerata, o moltiplicandola per una collineazione unimodulare, 
possiamo supporre che alla nostra trasform. sulle p corrisponda 
nello spazio la reciprocità 


$2225 byt-—ocont:-dt 


con a, b, с, d costanti, cosicchè la nostra trasformazione sarebbe 
тур = Py = Ab Pay Tg == Pie = @Ьрь}...... $T == Pe = 0d Dy 
che è a modulo negativo. 


Una collineazione a modulo negativo è prodotto di una col- 
lineazione a modulo positivo per la collineazione, 
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Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera 
отор. a modulo — 1, che cambia di segno la forma Sp?*. 

Una reciprocità è prodotto di una collineazione О per la 
reciprocità i 


& = 2, n = у, Cz 2, t ЕЕК 
alla quale sulle р corrisponde la 
Pis == Ри 3 Pis = Par) ece., Pu fa Pig 


che ò una trasform. di modulo negativo, che trasforma in sè la 
forma 8р. In conclusione : 

Le trasform. sulle p unimodulari che trasformano Sp? in sè 
sono tutte e sole quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari, 
quelle a modulo — 1 che cambiano di segno Зр? corrispondono alle 
collincazioni di modulo — 1; quelle a modulo — 1 che trasformano 
Sp* in sè, e quelle unimodulari che cambiano Sp* di segno sono 
tutte e sole quelle che corrispondono ad una correlazione. 


$ 3 - Contatto di curve e superficie. 


A) Contatto di curve. 


Due curve C, C siano definite dando le coordinate non ото: 
genee x, y, z ed ©, 7, X, dei loro punti in funzione di due pa- 
rametri w, w, (Si suppone cioó t= 1, T= 1). Se hanno comune 
un punto A, ivi sarà œ = z, Qui e nel seguito si intenderanno 
sempre sottintese le uguaglianze analoghe per y e per 2. Se ivi 
si toccano sarà: 


(1) Ф == Ф, 0, = b Tr, 


ove 6 è un conveniente fattore, Il contatto sarà tripunto (di se- 
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condo ordine) se > 


ossia se i rapporti 


Yuu C. — Yu Luv 6 Zuu Vu — Zu Tuu 


ал, di, 


non mutano in A, sostituendo alle 2, у, 2, u le 2, y, 3, 9; in 
altre parole se esiste un'altra costante © tale che: 


(2) Luu = 6 755 + t Za (е analoghe in у, 2), 


La (1) si può enunciare dicendo che si può sulla C sce- 
gliere un nuovo parametro w', tale che in A sia 


óm 982 | 


i du 
de T Basta che sia 6 = -—— nel punto 4) 


du 


La (2) si può enunciare dicendo che con conveniente scelta di 
tale parametro nel punto A si ha: 
i, om 
A = hr (î == 1, 2) (Basterà che in A sia anche т = Ded 
Risultati analoghi valgono per contatti di ordine superiore: Se fin 
dal principio era w == и, veniva determinata tra i punti delle due 
 eurve una corrispondenza, quando fossero considerati come omolo- 
ghi punti individuati dallo stesso valore di w. In tal caso, se nella 
(1) è 6 — 1, o nella (2) = 1, t= 0, diremo che il contatto è ana- 
litico, o anche che le due curve hanno in A comuni due o tre 
punti infinitamente yicini, omologhi P uno dell’ altro nella corri- 
spondenza citata. 


B) Contatto di superficie. 


Siano S, S due superficie, i cui punti a, y, 2 ed z, y, € 
sono rispettivamente funzioni dei parametri ш, v, e dei parametri 
4, v. Quando mai le superficie hanno un contatto di ordine r in 
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un punto comune A di coordinate a, b, с? È necessario e suffi- 
ciente che, sviluppando z— с in serie di potenze di œ — а, y — b, 
oppure X — с in serie di potenze di 2 -— a, 7 — b, si abbiano due 
sviluppi aventi a comune tutti i coefficienti fino a quelli dei termi- 
ni di grado » inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parametri ty, % 
sull una le œ — a, y—b, e sull’altra le `2 — a, J — 0, siano 
identici i differenziali di œ, y, z e quelli di #, 7, ¥ fino a quelli 
di ordine r inclusi, E questa proprietà si conserva per una tra- 
sformazione « == Ф (шо, Va), v, == Û (ug, v) dei parametri, Noi po- 
tremo servircene in guisa da rendere to =u, vy = v; allora w, Ù 
risulteranno funzioni delle «, v. Quindi: Condizione necessaria ed 
evidentemente anche sufficiente affinchè le superficie S, S si locchino 
di ordin, r in un punto comune A è che si possano sostituire alle 
u, © tali funzioni delle u, v che nel punto considerato i differenziali 
delle а, у, z e quelli delle u, Y, X coincidano fino a quelli di or- 
dine r inclusi. Indicando cioò con о, B, y, есе, i valori nel punto 
A di convenienti derivate di queste funzioni, dovrà essere: (F). 


(3) BS, SUD 4-6 0,9,7; 4-87; 
(að —BY+0) (per r—1) 
e inoltre, per 7 —2 
(аа H- 2, pad a 2B Tis tHe 73 
d, V =VTa pro tarts + (a9--BY) 2s E BOTE 
vo pU. Hots aaa 0270055 +8 0l 


(oltre alle analoghe in у, ғ) 


(4) 


3 


Il contatto si dirà analitico, se u=%, 0==7, = 0 = 1, 
В == ү == А == р == у == р/== у = о == 0), Otteniamo un caso parti- 
colare di contatto del secondo ordine supponendo che ; 


(5) ee иа T; = v, — ò ә 0 
e che ^ 
(6) tyu 0553 Viti wao — 0 5 چ‎ 


siano combinazioni lineari di tu, y 
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C) Contatto di superficie in corrispondenza biunivoca. 


Supponiamo ога u=%, v=7, e quindi i punti di 5S, 8 
in corrispondenza biunivoca, Quando mai avverrà che curve omo- 
loghe di S, S, uscenti dal punto comune A hanno un contatto di 
ordine r? 

Per r—1 dovrà essere nel punto A identicamente in du, 
dv, in virtù della (1): 


v, du +- z,dv—6 (T; du -|- 2; dv) ossia per (3) 
a Ss tB Tr SOB; 705 OD SON. 


Ora, escludendo senz'altro i punti singolari, le 2; non pos- 
sono essere proporzionali alle Ñz. E perciò sarà: 


(7) 6=a=òd; |= т = 0 (per r= 1). 


Per r — 2, oltre alle (7) dovrà essere inoltre nel punto A iden- 
ticamente, comunque siano scelte le funzioni и = и (t). v = v (0) di 
un nuovo parametro t: 


v 


dae dim dii 
PT. pali ТИЛҮҮ (cfr. le (2) ), 


ove 6 ha il valore precedente, ет può anche dipendere dai valori 
nel punto A delle w', v, w”, v", Questa equazione, scritta per 
disteso, diventa : 


x uu Ра, й; + Vu U v 3 4-22,, u v dO. Mg 
(7) vin { —68(z,w'--zv'--z.u?4-2z.uv--2,9?)-- 
+ (E, v" + 2,7). 
Sostituendovi i valori (4) e identificando i due membri si 


trova 6? = 6 e perciò 6 = 1, perché non può essere 6 = 0, da 
cui seguirebbe cz, = 2, = 0, mentre noi abbiamo escluso i punti 
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singolari; e inoltre che т è indipendente da и”, v" ed è lineare 
iù w, v'. Cosicchò in fine si trova: (F) 


(8) dz—dZ3 diz—d!Z-L2(ldu--mdv) dz 
ossia : 
ty = 25 uu = Buu + 213, 
(8) bis Vu v = Tuo H (loH MT) x=%@ 
ty = dr doy = Doy FMT, 


Alle (8) potremmo giungere direttamente, anche senza invocare 
le (4). Infatti, derivando (7), rispetto ш” o v", si deduce tosto 
che 6 = 1 e che т è funzione delle sole w', v'; la (7), dimostra 
poi che « è lineare omogenea in и, v. 

Le (8) yı, sono un caso particolare delle (5) e (6). 

Se ora ritorniamo a coordinate omogenee, ponendo T + br 
al posto di z, y, z, le (3) e (4) diventano del tipo: 


p а= ғ Lu = r (aT, +- B T -- Ux) 

(8) ы, a, = rhy Tu + Ò T F mz) 
uu =r (ATs HeT +H a 055 1 2906055 + 

(4) bis 


+ B? Tss + nT), ecc. 


ə le (8) yı, diventano : 


„ = pT х„ = р(х, + aa) v, = pla, + ba) 
(y. = P [Zuu F 202, + pz] 

(8) tr а„„ = p [Eus + 13, + т, + g7] 
TQ, = P [Re 4- 9m z, 4- r z]. 


Il contatto è analitico se l = а, m = b. Si noti invece che il ĉon- 
tatto del prim’ ordine subordinato al contatto (8) w del 2° ordine 
è sempre analitico, 
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8 4. - Osservazioni varie. 
A) Curve razionali di terzo grado, 


Sia ¢ (wv, y) un polinomio omogeneo di 2° grado in due va- 
riabili x, y con discriminante diverso da zero; 4 sia un polinomio 
analogo di 3° grado, 

Interpretiamo le ~ 


(1) E = ар, = ур, { == 


come coordinate omogenee di punto in un piano z. Tale punto al 
variare delle ~, y (che noi considereremo come coordinate omo- 
genee di punto su una retta r) descrive una cubica C razionale, 
in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta r. 

L’ equazione di С è 


(2) Ce E, n) = v (6m 


Se ne deduce, che, com'era evidente, il punto ё == у = 0 
è doppio per О, che ha ivi per tangenti le due rette definite dalla 
ФЄ, 1) = 0. 

Alle intersezioni, di C con una retta А є +4 pw. У v6 = 0 
del suo piano, cioò alle terne di punti di C allineati corrisponde 
su ^ una schiera lineare oo? di terne di punti: la schiera defi- 
nita da: 


(8) Aa ру) (к, 0) d-v9(, = 0 (A, р, У cost) 

Se р(х, y) = kry, le E = 0,7 = O sono le tangenti alla О 
nel punto doppio; e, se 

ф = ау 2? + дауу, w’ y + Baiga v y? + lagay”, 
allora 


3 
6 E (6119 64-199 1) == 0 


[SEA УЖЕ SN i PES TURT VETRO RNE MAE Ae T LAI e PR LI e ge те” ы TU YT 
рҮ е z i iN EN 
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è la retta congiungente i tre flessi della C, ai quali pertanto cor- 
risponde su r la terna dei punti definita dalla a үү 2? + аз, Y? = 0. 
Osserviamo che questa terna ё l unica delle terne (3) la quale sia 
apolare о coniugala alla Ф, cioè abbia un Hessiano proporzionale 
alla Ф (2, y). Dunque: Vi sono tre terne (3) di punti tra di loro 
coincidenti (quelle corrispondenti alle tre tangenti di flesso della 
curva C); è tre punti così determinati (corrispondenti ai flessi di C) 
appartengono ad una medesima terna (3) e precisamente a quella 
delle terne (3) che è apolare o coniugata alla Ф. In generale, se 
(v, y) == ау, а? + Paya ж y + agg Y? con A == ау» tag — ais X 0, 
ese A,, è il complemento algebrico di a,, in A, diviso рег A, la terna 
biii 2 + Brg a y -- 30459 ж y? + baag y? == 0 è apolme alla Ф 
se valgono le equazioni 


X Ari dosi y X A., б, = 0. 


Se la 4 è essa stessa apolare alla ф, se cioó E A,, a,,, = 0 
per è = 1,2, allora la retta dei flessi è senz'altro la retta (A 
Se invece così non è, la retta dei flessi ё A6 4-py+v{==0, 


ove i rapporti A: р: y sono determinati dalla condizione che il 
‘primo membro di (3) sia apolare alla ¢. 


Җ В) Varietà di terzo grado. 


Sia ¢ una forma di 2° grado di n variabili z,, 23, ..., x, 
P= Lan, =, х, 


col determinante А = |a,,| X 0, e sia ф una forma di 3" grado 
nelle medesime variabili. Sia r lo spazio ad љ — 1 dimensioni, 
in cui le x sono coordinate omogenee; e sia т uno spazio ad n 
dimensioni in cui siano ‘coordinate omogenee $j, &, ..., ny C. 
Poniamo : i 


& = e, & == Ta P, +) = tn Ф, G > ф. 


Allora, al variare delle =, il punto é, ¢ descriverà una va- 
ме V, ad n — 1 dimensioni di terzo grado avente per equa- 
zione : 


(4) CPE $,..., 5$) (Et 6). 


Funini o Свси, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 2 
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Essa è razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di v. Il 
punto ё = & =...= &, = 0 è un punto doppio; la 
LACE TOPE AL = 0 


è lequazione del cono tangente in questo punto. Alle sezioni iper- 
piane di questa varietà corrisponde su r un sistema lineare di va- 
rietà, e precisamente il sistema lineare : 


(5) e (n, ыз ш; an) BX ac WY (F1, ..., m) = 0 
(№, = cost.) 
Tra di esse chiameremo principale quella, univocamente determi- 
nata, che è coniugata od apolare alla Ф ; e ricordo che una forma 
cubica Yb,,, 2, v, z, si dice apolare alla Ф, se valgono le n con- 
dizioni 
(6) Дре 5,80" (bor 15152, 8) 
r,s 
ove con A,, indichiamo, al solito, il complemento algebrico di @,, 
in A, diviso per А, Se Û = Zu,,, v, х, vı, allora, poichè 
к 1 " 
(7) e(2,..., €) Zum = ENT + 2,0, , + Mara) 22,2, 
là (4) è apolare alla ф, se: 
0= vU X À, rit stro ы X Aki (А, Asi d ха, + ۸ а.) 


ossia, se: 


(8) О= р 2 Ara Gru + MM 


le quali equazioni determinano i rapporti Ay : Ag : .... №: pe 


C) La retta principale del Togliatti. 


Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve più 
generali della retta dei flessi di una cubica. Supponiamo di nuovo 
n= 2, tj SU, ty 7 у, la Ф un polinomio omogeneo di grado m 
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nelle 2, , la ф un polinomio omogeneo di grado m + 1. Il punto 


б = so, у= 9р, t=} 


(ove, come sopra, ё, 7, & sono coordinate omogenee in un piano 
т) genera, al variare di ж: у una curva razionale di grado m -+ 1 
di equazione 


6e (6,1) — 9G, v) 


che ha nel punto ё = n= 0 un punto т", in cui ha m tangenti 
definite dall' equazione 


AG 1) = 0. 


E, se (f, n) = P Pa .... Pay ove p, è un polinomio omo- 
geneo di primo grado nelle $, #, allora tali tangenti sono le rette 
p= 0. Supponiamo che sia possibile determinare m costanti A, in 
guisa che 


ф LEA M i, р" *! 
i 


sia divisibile per Ф, ossia sia uguale al prodotto e P, ove P è 
un polinomio omogeneo (4 &- pa di primo grado nelle ё, 7. 
La retta & — р & + pa n si dirà la retta principale (di Togliatti) 
della curva, Se p. es. p—=%xy e 


ф == ауу 28 + 88,,,22 y + Baiga CU + озо Y 


allora 
Ф == $, py = 1), № = аруу, M = lagg, 


р. 351 7? + 301307 
7 : 
E la retta principale si riduce alla precedente retta dei flessi. 


D) Una ulteriore generalizzazione. 


Possiamo eol Fubini ulteriormente estendere la definizione del 
Togliatti; supponiamo che delle m tangenti p, == 0 due abbiano 
un ufficio ben distinto dalle altre; e senz'altro scegliamole come 
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assi = 0, 1 = 0. La nostra curva avrà per equazione 


6 6X (6, n= pE, n) 


ove у è di grado m — 2 nelle ё, 7. Supponiamo le costanti A, , № 
tali che p — M £^ — X, q"** sia divisibile per n, ossia sia 
uguale al prodotto ё 7 Q, ove Q è un polinomio omogeneo di grado 
m — 1 nelle é, n. Allora la curva 4 — Q (£, n) = 0 si dirà la 
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con- 
siderate; e anche per questa potremo, come sopra, definire una 
retta principale. 

Oss. La definiz. data in C) si può esporre così: La curva 
p—{tp=0 e le curve (degeneri) p,"*' = 0 definiscono un si- 
stema lineare di оо” curve, in cui generalmente vi è una sola 
curva che si scompone nelle m tangenti complessivamente di equa- 
zione Ф = 0, e in una retta residua {= P, che si dirà la retta 
principale. 

La definiz. data in D) si può enunciare così: Nel sistema 
lineare di оо? curve determinato dalla curva data e dalle Ё "#1 = 0, 
mM"! =.0 esiste generalmente una sola curva che si spezza in que- 
ste tangenti ёт = 0, e in una curva ulteriore у { = Q, la curva 
principale. l 

Ulteriori e non difficili generalizzazioni ci sono inutili. 


E) La divisione covariante. 


Se ¢ = Xa, =. х, è una forma quadratica binaria con di- 
scriminante A + 0, e ф è una forma nelle stesse variabili 24 , 2 
di grado т >> 1, noi potremo in un solo modo decomporre ф in 
una somma d, + e, ove 4, è apolare alla Ф (*) e у è di grado 


"m 
(*) Una forma Р = 2D 4, fasse E 04a sc Li dE m timo grado 


nelle z ¢ dicesi apolare alla ф se per ogni sistema di valori per le 4,, 2, , ..., im 
vale la : 
DB 444406 0491434750. 
LIT DI 
Questa proprietà è intrinseca, cioò è invariante rispetto a una trasform. 
lineare omogenea eseguita sulle c. 


от —2. Se m —2 7 1, potremo di nuovo operare nello stesso 
modo nella у decomponendola nella somma di una forma y, apo- 
lare alla ре di un prodotto бе, ove 0 è di grado m — 4. E così 
via, Se p. өз. 9 = 2019 % 2, ө ф = Ў0,,,һ Cr 2, 2, 20, SÌ ha: 


Ф= (bay! + bagna 22) + A (451113 0° + Bbi ty * бау 


| di cui il primo termine è apolare alla c, il secondo divisibile per р. 
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova 


СТЕ Таа 


' 3 : 
+ (e 20%, һа) 


Questa decomposizione si può generalizzare anche a forme qua- 


` dratiche in più di 2 variabili x. : 


CaritoLo I. \ 
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8 5 - La teoria delle curve in geometria euclidea. 


A) Gli invarianti fondamentali. 


Di solito in geometria euclidea una curva С si definisce dando 
le coordinate x, y, z cartesiane ortogonali di un suo punto in fun- 
zione di un parametro 4, Curve uguali possono avere rappresenta- 
zioni distinte dovute sia alla loro diversa posizione nello spazio, 
sia alla diversa scelta del parametro t. Nello studio dell’ intorno 
di un particolare punto O della curva ciò si può evitare, come è 
noto, nel modo seguente: si assumano come assi delle x, у, z, la 
tangente, la normale principale, la binormale in О, e si dieno le 
y, z come funzioni della w. Siccome il piano osculatore z = 0 ha 
con € in O un contatto tripunto, e la tangente y= z= 0 un 
contatto bipunto, varrano delle formole 


(1) y= a... = bat --...., 


dove i termini trascurati sono (per x = 0) di ordine superiore 
(risp. di ordine superiore al secondo e terzo ordine). Questo al- 
meno nel caso che valgano alcune condizioni di continuità, deri- 


(*) Questo Capitolo si può leggere man mano, soltanto allora che i suoi 
risultati saranno invocati nei Cap. successivi, 


ИРЕТТЕГИ ДЕЦИ TREES MI SILE ATE 
IPE 7.7 Р ri » f 


mA I 


т Гр 
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vabilità ecc., che supporremo senz’ altro soddisfatte. Il triedro x, y, z 
sopra definito dicesi il triedro principale relativo al punto O: fin 
qui si è determinata la posizione, non l orientazione dei suoi assi. 

I valori delle a, b sono quantità invarianti in quanto che, se 
С" è una curva uguale a C, nel punto О’ omologo di O restano 
per essa analogamente definiti due sviluppi y=a'x°+..., 2 = 
= ba?--..., dove è proprio a' = a, d'—b; ciò che prova essere i 
valori delle.a, b invarianti per movimenti. Si noti però che l’ in- 
determinazione nella orientazione degli assi porta con sè una inde- 
terminazione di segno per le a, b, (cosicchè il nome di invarianti 
dovrebbe essere riservato alle a?, 02). Questa indeterminazione si 
può togliere con qualche convenzione supplementare : se p. es. a X: 0, 
si può sull’ asse delle y scegliere una direzione . positiva tale che 
a>0 (cioè che in un piccolo intorno di О la curva giaccia nel 
semispazio y=0), e fissare, se b0, il segno di b imponendo al 
triedro principale di essere congruo al triedro coordinato iniziale. 
Si noti ancora che i valori delle a, 6 dipendono dall’ unità di mi- 
sura delle lunghezze. Vedremo ben presto che dare i valori delle 


a, b in O equivale a dare in O la curvatura " e la torsione 2 


Le simmetrie e, più generalmente, i movimenti di 2% specie 
cambiano, nelle precedenti convenzioni, il segno della 5. 


V 
B) Equazioni intrinseche di una curva. 


Per definire completamente una curva si dovrebbero dare i 
valori delle а, b per ogni punto della curva, p. es. dare le a, b 
come funzioni del parametro t. Per scegliere in modo invariante 
questo parametro /, lo si pone uguale all’ arco s definito dalla 


(2) ds? = da? + dy? + dz 


in modo intrinseco (cioè indipendente dal parametro /) e invariante 
(per movimenti). Riguarderemo non essenziale l’ indeterminazione 
di s dovuta all’ arbitraria scelta dell’ origine, da cui si contano gli 
archi s, е all’ arbitrarietà del segno di ds, cioè del verso, in cui 
88i suppone crescente. Quest’ ultima si potrebbe togliere, studiando 


"479 € 
Te 


^". 
t 
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le curve dotate di verso. Date la curvatura 7 e la torsione А in 


T 
funzione di s, detti æ, B, 7 i coseni direttori della tangente 
volta nel verso dell’arco crescente, ё, n, ¢ quelli della normale prin- 
cipale e ^, р, у quelli della binormale, valgono le formole di Frenet 


aA QE Mr A A 
(3) «mast cm = 


(e analoghe in y, B, 7, рез, т, & v). 

Le coordinate rispetto al triedro principale in O sono caratte- 
terizzate dai valori iniziali delle (=, 4, ê, 2), (y, Bime) e (27,0%) 
che sono rispettivamente (0,1, 0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1). Si trova- 
così, a meno d’ infinitesimi d'ordine superiore 


1 
= وھ‎ у= рет (it 
(4) 


dove con p, T sono indicati i valori di p, T nel punto О, Ne segue: 


1 Rat 
(5) yere) eni ila 


Quindi le a, 6 della (1) sono determinate dai valori di L, T 


nel punto O e viceversa, Una curva è determinata (a meno di mo- 
vimenti) dai valori di n; î dati in funzione di s. Quanto ai segni 


rinvio a quanto si è detto più sopra. Eliminando a, $, X dalle egua- 
zioni di Frenet si trova ит equazione del quarto ordine, a cui sod- 
disfano le w, y, z come funzioni di s. I coefficienti di tale equazione 


i ; б o v res | ; 
. dipendono esclusivamente dagli invarianti — Tê loro derivate, 


p 1 
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C) Nuova deduzione degli invarianti fondamentali. 


` Come dx? +- dy? + dz? è un invariante per movimenti, cosi 
sono pure invarianti per movimenti le somme 


(a^a + (d^ y)? + (d*2)), (n>1) 
che hanno il grave inconveniente di dipendere da differenziali di 
un ordine n, che può superare 1. Evidentemente invece dipendono 


dal solo differenziale primo le seguenti forme invarianti intrinseche 
(di significato indipendente dal parametro £) 


ах dy de | 
d'a dy dz 
Br dy dz 


dx dy dz 9 


d'u d* Bg 


(6) 


3 


le quali valgono rispettivamente : 

н ds’ ds 

(6) bis uic CAT 

p p 
(come si deduce dalle formole Мі Frenet). La considerazione di 
А i 2 esi 

esse equivale alla considerazione di pum 
u 

: 1 : қ А 
Fissato che 2—0 (per il che basta fissare, come abbiamo 
visto, in modo opportuno il verso positivo della normale principale), 
il segno di T resta fissato, se si vuole che il triedro principale 
sia congruo al triedro coordinato iniziale. 


Un movimento di seconda specie cambia il segno di T 


8 6 - Geometria proiettivo-differenziale delle curve. 
| 
A) Preliminari analitici. 


Sia P, = adu un differenziale; sia o; funzione della u. Porremo: ` 


(1) ; 91079 um d s, 
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cosicchè in particolare, indicando æ, con la semplice lettera a: 
(2) d'u = du, õu = du = du, du= ddu TL du Su, ecc. 


Sia B, = b,du" con b, funzione di и, ed n >> 0 (n intero). Var- 
rà la 


(3) d B, = d(b, du") = b, idu! -- mb, du" du, 
se è posto: 

db, 1 
(4) һы = no — nb, 


che noi chiameremo derivata covariante di b, 
Se p. es. r, s, £ sono interi positivi con r-]-2s + 3t = n, E 
vale la : 


(5) d [b, du” (2° u)" (2 u)'] = бл durt (8® u)' (8u)! + 
-H r b, (duy (9° и) u) + s b, d u” (0° u) (2 u)^H + 
-- tb, d u' (òu) (du) du. 


In altre parole la sostituzione di d'u a d'u per i251 non 
altera le regole formali di derivazione, purché alla derivata ordinaria 
di b, si sostituisca la derivata covariante, Anzi le due regole coin- 
cidono se e = cost. 

In particolare per una funzione a, = x della w, posto: 


2 da da а 
(6) domm 2, == وا رن‎ == — —# £ 000, 
du du а. 


valgono le: 


da = худи; dx = х, би? + x, du; 
dx = хайи? | udu du + 2, ди; 
d'a = a, du" + 623 du? 2*u + Зх, (u)? + 
(7) -+ 42, dudu + 2, du; 
d'a = ауди + 102, du? du + 152, du (tu)? + 
+ 1025 du* du + .... 


NET St tt tit fn ii ii EL CT T. FI A Ra te 
A => v x i 4 à La А 
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Si noti che la derivata covariante di ogni potenza di a, è nulla. 
In particolare, se Fg = adu? con a = аз = o? =4,8, valgono le: 


(8) Fg = adu’, аР, = За du? du, d*F, = Badu? 3u + Gadd). 


Se le forme F}, B, hanno significato intrinseco (indipendente 
dalla scelta della variabile indipendente w), i singoli addendi, in 
cui (3) decompone B,, come pure i singoli termini di (5); hanno 
tutti significato intrinseco. 


B) Applicazione della teoria delle curve. 


Siano le coordinate omogenee z di un punto di una curva C 
date come funzioni continue, derivabili ecc. di un parametro u. 
Noi voglianio caratterizzare C mediante elementi intrinseci (indi- 
pendenti da u), ed invarianti (per collineazioni). Comincieremo col 
limitarci alle collineazioni unimodulari. Elementi del tipo voluto 
sono i. determinanti 


(9) (=, de, 220, d'a) пена), 


il cui studio sarà ora ricondotto a espressioni dipendenti dai soli 
differenziali primi, Questo avviene già nel caso r= 3; se indi- 
chiamo con о il suo segno, noi porremo : 


(10) Fs? == (adu? = w(x , da, dx, х) (ә = S 1). 


Sia a che Е sono dalla curva О determinati a meno del segno, 

I punti per cui Fg = 0 sono i punti a piano osculatore sta- 
ziona,io, che noi considereremo come singolari, ed escluderemo 
dal nostro studio. 

П caso di №, identicamente nullo è quello delle curve piane 


3 
($ 8). Posto а = a, = |а, assumeremo ау du = P, come forma 
fondamentale per la definizione dei differenziali è" ш e delle deri- 
vate covarianti. 
Sostituendo in (9) ai d'x i valori dati da (7), tali determi- 
nanti si decomporranno parecchie espressioni tutte intrinseche ed in- 
varianti (per collineaz. unimodulari). \ 
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Il determinante (9) per ^ = 4 non porta a nulla di nuovo, 
Infatti per (10) è: 


(x, de, d*x,d'x)= 2w FydFy 

Poichè per (8) e per la quarta delle (7) : 

(e, de, 02,02) = (x,2,,2,, xa) du + 6(z, z, , 24 , x) диди 

30 Р. dF4 = ба? ди ди 

si avrà: 

(11) (2425, А ху) = 0. 
Рег r = 5, dalle (7) si deduce: 

w(x , de, к, Фа) = (0%, x, а) ди + T FUP, — an)". 

Il determinante (9) per v = 5 porta alla considerazione della 


nuova forma «(x x, Va 2) du. Così potremmo continuare per 
ped T. IRR? 


C) Le eurve come luogo ed inviluppo. 


Ma tutto il ealeolo assume una forma piü perspieua se noi 
consideriamo contemporaneamente le coordinate & del piano oscu- 
latore, che noi fisseremo in modo intrinseco con le: 


(13) ф= PA 2, tun) = e аү ш). 
È chiaramente : 
(13) 0 = Sv = Ste, = Iir, = 2, = Е. 
(14) Fy = 8640 = — 80640 = 8442 = — 8х4% (*) 
come si vede tenendo conto delle Sx = Sx; = 0 (i = 1, 2), che 


(*) Infatti per (10), si ha: F, = w (2, tu , Du u ,d'a)du* = 
= adu’ Std*x = Е, Std'a. 


Я 
n 

A 
4 


М» 


КОЙУУ o ааа ыба ita 


ms 


# 
С 
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sono la definizione delle &, e delle equazioni ottenute derivando, 
Per tali equazioni il prodotto 


(x , dz , Фа, d'a) (6, di, d'E , 00) 
si trova uguale ad (F3). Per (10) sarà dunque: 
(10) bis (i, di, d£, d*£) — o Fs. 
Confrontando n le : 
Sed = —FQ4, Sx = Sred = Sud = 0 


si trova la formola duale di (12) : 
(12) v, 2=— 206,6, 


5і һа роі: 
20Р dF; = Фо) = (x , dz , dæ , d'z) = 
F, 
= > (2, 2,, 25 , d'a) = wF 802, 


cioè: 
Std'z = 24F,. 


v 


Confrontando con le formole ottenute derivando (14), si ha: 
(15) 248; = Std'x = — Ва = — 28460 = 28dad*t 
(11) ы, Ваха? = 0 


P ultima delle quali equivale alla (11). 


I determinanti (9) si possono sostituire con le Séd"x, che ne 
differiscono solo per un fattore; sostituendo in queste forme alle 
d'w i valori (7) e tenendo conto del solo addendo che dipende dai 
differenziali primi, si trovano forme del tipo richiesto. 

Così p. es. si trova : 


5 (dF) 
б> ЭЙ, 


(16) Sido = Р, + I dip,— 
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= 


5 (dF; 
tps A 


(16) bis Sd*xd?£ = — Sd*xd8È ay F, ai 4 UP, ui 


ove F, dipende dai soli differenziali primi. La (16) ,,, è un esempio 
del come, differenziando (15) ed (11),,, si possono ottenere tutte 
le forme Sd"xd'é con > + s = 5 espresse mediante F} ed Fy. 

Così tutte le forme Sd"xd'é con r -- s — 6 si possono espri- 
mere mediante una sola forma del prim' ordine; il modo piü sem- 
plice di scegliere questa è di porre: 


(17) F, = 8@ха% 


che, come segue facilmente dalle precedenti formole, dipende dai 
soli differenziali primi (è di primo ordine e di sesto grado). 

Così si può trovare una forma F, del primo ordine е di set- 
timo grado, mediante la quale si possono, determinare tutte le 
forme 


Sd'xd'& con v 4 s = 7. 


Io dico che queste forme Fg, Fs, Fa, Р, tutte intrinseche e del 
primo ordine bastano a determinare la curva (a meno di collinea- 
zioni unimodulari). Notiamo che la Fg è determinata a meno del 
segno (così come il ds della geom. metrica). Noi lo potremo fissare, 
scegliendo un verso positivo sulla curva, e imponendo ad P, di 
essere positiva in tale verso. Con ciò alla curva С sostituiamo la 
nozione di curva con verso, di curva orientata. 


D) Le equazioni differenziali fondamentali, 


Per dimostrare il nostro teorema, scegliamo (in modo intrin- 
seco ed invariante per collin. unimod.) un punto X e un piano 
E definiti da: 


SX = 1., SXdé= SXd*$ = SXd*$ — 0 : 


(18) 
SEx = 1, S&Edx = SEQ» = SEd?« = 0. 


Differenziando si deduce Sé4X = SdédX = Sd*&dX — 0. Sarà 
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perciò : 
(19)  dX=bx e analogamente dE — fé, 


dove i fattori di proporzionalità b, f sono forme differenziali di 
primo grado e primo ordine in u, Poiché i punti z, da, аа, X 


non sono complanari, potremo determinare delle quantità a, tali che: 
(20) d*z = ах + a, da + а, а + agX 
dE = 06 + adi + а, + aga. 


Se ne deduce 
Бех = аз cioè ag = F4; Б = — a, Fg, ciod a, = =з, 
3 
Ва? 603 х = a, Fg = — Sd? fda ; 


Sd £d? = — a, Fs + a, аР, —- a, Sd*zd* = — a, Fg 


ossia : 
dF 
(21) а=; а= + Gr; 
3 
e 1 Y 5 (аЕ,)° x dato 4^ 
um Е: Ё, i Q= Р, 
insieme alle duali : A 
(21) us Оз = — Fg; = و۵‎ ; ۵ = 0; = -— Ф. | 
Moltiplicando le (20) tra di loro si trova : $ È 
Е, = Sad? E = 2F, — Р, SXE, 1 
ossia: | 
F, x 
(21) ûr SXE = T4 
8 с 


Da (18), (19) е dalle equazioni ottenute differenziando (20) К 
si ottiene: 


ЬЕ» = — bSxd* = — SdXd® = SXd = 


Р, Р, 
= SX (fda, + Edas + Basé) = d (3) mf ЖҮ аР, 
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donde : 
(21) quater b+ boa) 


Dunque le a, le a, la b + f sono determinate da Ез, Fs, Fi; 
e sarebbe facile provare che, nota F;, sesta determinata b —f, 
cioè b e f. 

Posto Fy = adu), —— = — 6d, — T — qdu?, b — cdu, 
В = «du, si ha per (21) quater 


(22) c+y=— (2) ove Fa = adu’, Е, = — ladut. 


Sostituendo in (20), i termini in дш, u si eliminano, e si 
ottengono le equazioni differenziali fondamentali completamente deter- 
minate dalle forme precedenti, 


(23) | з == bx — ge + aX < = ca 
бз = — 06 — gi, — aE E, = т 


Se noi cambiamo il parametro u in guisa che а — 1, esse di- 
ventano : 


vU qu — bx = X, È" qf + 06 — =й 


(28) bis 3 VS E' — t (c +- Y = - 0) 


od anche: 


(9) we ) + Hax” + (gd — 9 —(0 + c) = 0 ETAT. 
E + (y 4-98 + (0 =0 

Queste equazioni insieme alla w(t z' æ” 2/7) = 1, la quale, se 
soddisfatta nel punto iniziale, è soddisfatta dappertutto in virtù 
delle stesse (23); , determinano le x, e quindi la curva a meno di 
una collineaz. unimodulare; e si ricordi, sono esse stesse determinate 
da Fs, Fé; Fo; Е. 

Dalle (23) „, segue che le u е le È soddisfano ad equazioni 
aggiunte. 


Funini о Скоп, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale, 8 


Ser хай EAM CACHE GS COPS р Р арна TAI Nr NT Ap, PE ES Л. 
mp M MAS : PCI - ۰ "Wi PE v ` | ET к. 
" + - ۹ 
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E) Le curve di un complesso lineare, 


Tali equazioni coincidono se 0 = 0. Esiste allora una trasform. 
lineare intera omogenea a coefficienti costanti che porta le ж nelle 
& e quindi le dz, dz, й є nelle dé, 46, d*&. Poichó 60 = 0 è 
= 0. 

E quindi per (11),, е (17) à Sz = Sd'ad'& = 0 рег 
f—]1, 2, 3. Perciò tale trasformazione definisce un sistema 
nullo (*), il quale trasforma la curva pensata come luogo di punti 
nella curva stessa pensata come inviluppo. Le tangenti alla curva 
saranno rette del corrispondente complesso lineare. Vale pure il 
teorema reciproco, Dunque la Fy = 0 o 0 = 0 caratterizza le curve 
di un complesso lineare. 


F) Significato del segno di w = + 1, 


Le rette (x, dx) e (£, dé) coincidono con la retta tangente 
іп х, Perciò (2 dx) = x(é dé) con х fattore di proporzionalità. Per 
la Sd?vd*t = 0, anche le rette (zd?z) e ($$) coincidono. Se ne 
deduce differenziando che х = cost. Differenziando di nuovo, si 


, trae: 


(da аа) = — (x 3а) + х (d& d*£) + «(& 45%) 
donde : 
S (da , d*z) (di, d*£) = — S(x., d?z) (d$ , d*£) + 


+ «S (d$ , 05) (4,4%) + 0506, 4%) (4, 04) 
ossia, per le identità dell' introduzione (8 1 B) 


Ваха аха 


* а 
SPzdb адаа |: de T PD 


Fi = ор? ossia “= o. 


(*) Infatti, se z è un punto prestabilito ad arbitrio della curva, ogni 
punto Р dello spazio avrà coordinate che si possono scrivere nella forma 
he + kx" 4- le" 4- mz”, e sarà trasformato nel piano ЛЕ 4 KE 4-18” + me”, 


' che, per le precedenti identità, contiene il punto P. 


PI n a 
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Cioè vale 1° identità (C) 
x 
(24) — (x , dx) = wé, dé) 


Dunque, essendo dato il verso positivo della curva, e quindi 
anche il segno di ognuna delle de, d$, i versi di Ac + pda e di 
М + раё danno l orientazione proiettiva della retta tangente conforme 
alla nostra convenzione, oppure U orientazione opposta secondo che 
w = 1, oppure w = — 1. Resta così intuitivo che le collineazioni 
a modulo — 1 cambiano il segno di w. 


6) Le collineazioni а modulo qualsiasi. 


Finora ci siamo occupati specialmente delle collineazioni uni- 
modulari. Е abbiamo scelto il parametro u in modo invariante per 
tali collineazioni. Conseguenza di tale scelta è stato che nelle (23) wr 
è mancato ogni termine in x”, Ё”, Questa è una proprietà carat- 
toristica del parametro ш e delle sue funzioni lineari. 

Studiamo ora una qualsiasi trasformazione  moltiplicativa 
w = pz, da cui segue ё = рё, Sarà: 


du = Р? == olx , de, dx, d*z) = өр (a , dz , т, ат) = 
= p ES = p'a? di, 


se a, 73, u sono i nuovi valori di а, Fg, и. Sarà dunque a= i; 
se il nuovo parametro œ soddisfa alla (du: du)? = 1: p®. (Escludo 
che du: du possa essere negativo, perchè и come u deve crescere 
nel verso positivo della curva). Noi dunque dovremo per studiare 
tutte le collineazioni a modulo positivo (che sono prodotto di una 
collineaz. unimodulare per una moltiplicativa) studiare ancora lef- 
fetto di una trasformazione 


v= UD; = pi; u = u (ш) con (du: @и)% = 1: pè; (Fg = р? Fg) 


М ; ; ^ È 
E facile riconoscere che 2, : "= Odu? non cambia (che cioè 
Odu? = 6448), e, con un calcolo un ро’ più lungo, che non cam- 
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bia neppure Vdu', quando si ponga : 


Н n 

ye $4 3 si ++ add = ; - 5 vy 
E, notiamolo, le 0 = V = 0 caratterizzano le cubiche sghembe. In- 
fatti in tal caso, scelto p in guisa che sia nullo il corrispondente | 
‘valore di 9, dalle 0 = V = 0 segue 0 = с = y = 0, e le (23) wr 
provano che v, sono polinomi di terzo grado nella u. 

Possiamo anche studiare l’effetto di un cambiamento del verso 
scelto sulla curva come positivo. Il nuovo valore Fg della forma 
cubica fondamentale è: Fg = — F}; cosicchè, se Р, = ди? ed 
‚Р = dw, sarà du = — du e, come si può supporre, u= — u 
Il nuovo valore della è dato da: 


= (0, ж, tag) = —(z,2,2,,) = — È 


Cosicchè il nuovo valore della F, e di 0 sono dati da: 


Ў, = Billie — мийа лу e de. 
Fs F; 
Odu? = 0du; 0 = — 
Del resto ponendo in (23) w + = 2, u = — ш, essa diventa : 
dz d 2 | dq dx | 40 E 
жо 2 — +0) —= — |0 — — @'== 0 
du' re ди? È ‘du б ш du 
che prova non solo la Û = — 0, ma anche le d = 4, с=с. 


H) Coordinate normali. 


Dunque, se 6+0, esiste un verso invariante, che chiameremo 
normale, a cu: corrisponde un 0 > 0. Potremo poi moltiplicare le 
x per un fattore p in guisa che 0 assuma il valore 1, Infatti, mol. 
tiplicando le z per p, il nuovo valore di 0 soddisfa alla: 


баи = Odu?” con (du: du)? = 1: р? 
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La O= 1 determina pertanto p a meno del segno, -Restano 
dunque determinate (a meno di un contemporaneo cambiamento di 
segno) le coordinate x, ё di punto e piano osculatore: noi le di- 
remo coordinate normali. Il valore corrispondente di ш si dirà 
l'arco proiettivo della curva. Una collineazione qualunque produce 
sulle coordinate normali una trasform. lineare a coeffic. costanti. 

Se noi usiamo coordinate normali, i corrispondenti valori delle 
4,6 (0, se si vuole, delle q, 7) sono completamente determinati in 
funzione di u. I loro valori determinano la curva, e sono perciò 
nella geom. proiettiva gli analoghi della curvatura e della torsione 
metrica. Ogni altro invariante proiettivo della curva si esprime 
mediante essi e le loro derivate. 

Se fosse 0 = 0, noi potremmo definire delle coordinate nor- 
mali (non un verso normale) imponendo che V = 1. (Restando 
escluse le sole curve per cui 0 = V = 0, cioè le cubiche sghembe). 
In tal caso basta la conoscenza della sola q. 

Oss. Vi è un caso notevole in oui coordinate non omogenee possono as- 
Sumersi a coordinate normali, Scegliamo un punto su ogni tangente; potremo 
fissare il fattore di proporzionalità delle x in guisa che esso sia il punto da; 
il piano osculatore della curva da esso descritta è il piano (de, d'w, d'a), 
cioò il piano Е. А] punto dz nel sistema nullo osculatore (8 Т) corrisponde il 
piano dë, che inviluppa una sviluppabile, di cui X è il punto di regresso. 
Quando mai avverrà che dz desoriva una curva piana, e dé inviluppi un cono, 
cioè quando mai X e E saranno fissi, ossia X' —— E" = 0? Oió avviene soltanto 
seca=y=0 e quindi anche 0' = 0; оіод, о 0= 0, e la curva appartiene a 
un complesso lineare (nel qual caso evidentemente, se X è fisso, è fisso anoho 
il piano E che gli corrisponde nel relativo sistema nullo) oppure 0 = cost. + 0, 
Le coordinate z , Е sono perciò normali ; e (poichó e = y = 0) per (23) i una 
di esse si può supporre costante, e quindi le altre tre si possono poi consi- 
derare come coordinate non omogenee. 


$ 7. — Gli elementi geometrici fondamentali. 


A) Sistema nullo osculatore. 


Siano Z, z', X", Ё ecc. le coordinate di punto e piano oscu- 
latore e le loro derivate calcolate in un punto generico O della 
curva. Le coordinate 2, ё di un punto o di un piano qualsiasi 
dello spazio potranno seriversi nella forma : 


(1 e=lz+ тт + no” + pe”, ê = E pE + + тЁ”, 


: 
| 
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La reciprocità definita nello spazio dalle 
(3): А1, USM NSN, TAD 


non dipende dal parametro u, rispetto a cui si deriva, e non varia 
neanche se moltiplichiamo le x, e quindi anche (secondo le con- 
venzioni del $ 6, C) le ё, per un medesimo fattore р. Supposto рег 
semplicità а = 1, si trova (indicando con g, 0 il valore di g, 0 nel 
punto 0): i 


б = Xp — Іт + my — тр, + (т — vp) — Өрт 
cioò 
(3) Sug = IL -- mM + nN + pP = — (XA + рМ + УМ + П) 
ove 
(4) (l= —т, М=», N= р т, P5X—9q — Өт, 
|A-—p, М =», N——m-4 qp, П 21— qn +- 0p. 


Lol, m, n, p ed b, M, N, P sono coordinate di punto 
e piano nel tetraedro D che ha per vertici i punti 2, 2, 2,3 ^; 
ел, р, J, пел, М, №, П sono coordinate di piano e punto 
nel tetraedro A che ha per faccie i piani È, È, È, È”. La reci- 


: procità (2) si può definire con le: 
(u L=—p,M=n,N=—m4+ gp, Р =t дъ — 0р, 
(2), A= = M=y, N= – р дт, П==^—@У-+ 0л. 


Tenuti fissi i tetraedri D, A, e il valore di q, queste corre- 
lazioni descrivono, al variare di 0, un fascio di correlazioni ; i 
punti che appartengono al piano corrispondente sono i punti per 
cui 0p? = 0, cioè i punti del piano osculatore p = 0, а cui corri- 
spondono gli stessi piani in tutte le correlazioni del fascio. Questo 
fascio di correlazioni è individuato dalla correlazione degenere 
L= М = N 0, Р = р е dal sistema nullo definito dalle 


(5) 2 = —р, М =, М = —т4- 9р, P=l— q, 
oppure : | 


(5) vi А = 2, М= у, № = —– р +g, Пл, 


ГА 


E LL t d" 


"Wa RO e 


oppure À 
(5) lor 


` Esso sarà chiamato il sistema nullo osculatore, di cui vedremo ben A 
presto il significato geometrico. 


pæn, пау, т у 1 А — Өт. 


B) Il tetraedro principale. 


Vogliamo dolinire іл modo intrinseco un tetraedro invariante per eol- 
lineaxioni e correlazioni, che nella attuale teoria compia I’ ufficio che il trie- 
. dro principale compie nella geometria metrica. Scelto ad libitum е = +1 (e 

non indicando più con indici derivate covarianti), poniamo : 


8 1 B. x 
lg, qp wo (5-0 T 7 


(0) 1 mse (v. + dy w.) 
4 n= 1, ; 


р = sy. 


yl т (+ ito 
б) ws „= (n «stone Т ер) 
pen 
y, == sp. 


1l piano EAE HEVE + n E" ha d tetraedro D per (4) l'oqua- ^ = 
{ zione : à 
Ev. А | — nl 4- эт + (qm — pn + (А — qv — Өт)р == 0 
che potiemo serivore nella forma : 

| M Yi F NYa + my + тиу, =0 

охе sin posto : = 


ч. al 


ded 


* 
* 
ү, 


i». te бе АЫ ДР А | 


Lee 
jers 


ossia : 


усы; 
وا‎ 
7 
(7) vis к= — s(n, + io т) 
у 3 e 34's 
SF 0h — СЕ 99, — An 


che si ottengono da (6) sostituendo alle : 
1, min, Py Yi) Uu У. У, — 9 
10: A, By V. T, 7.45 —755 Тз — M 0. 


Le (7) si possono considerare perciò come le formole dua? delle (6). E la 
simmetria delle formole apparirà più chiara, se si pone: 


(8) big 657 n 50, EM 


Chiameremo tetraedro principale T in O quello in cui le y ed у (о ©) 
definite da (6), (7), (8) sono coordinate di punto e piano; e lo assumeremo 
a tetraedro di riferimento. 

Consideriamo-le coordinate y di un punto della curva posto nell’ intorno 
di un suo punto O. Supporremo naturalmente, come abbiamo visto sempre 
possibile, a = 1, 0 = 1 (opp. 0=0). Le y soddisferanno alle (23) wr del 8 6 D; 


_ i loro valori iniziali in О e quelli delle loro derivate Saranno date da (6), UN 


appena si conoscano i valori in @ delle 2, m, n, p e loro derivate. Ora i 
valori di V, U, I", m, m", m", m, пут", p, р, р" in O sono 
LL 


pulli, quelli di 2 sm", n", p" valgono 1. Potremo così trarre gli sviluppi 
in serie delle y. E si trova: 


h-1-w"*(i- 1 1 +) tlr ta) 


с' 389 90—279 д6 3797 б 
X (55 —10- i30 - 10197 Gr Tra 
IRA 77 и" 0—7 INN 
(9) A DI 12007" +». 
n=- зт“ d ent I» —139g " t 7g (( — 9" t ou 4. 
M oar ar CO DE 
а qup 9 qi е+. 


Scambiando 0 in — 0 si hanno gli sviluppi delle ¢ definite da (9). 
І interpretazione geometrica di questo tetraedro T si avrà dall’ esame 
dei seguenti elementi geometrici fondamentali. 
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C) Altri elementi geometrici. 


Punto О. Esso è ora definito dalle у, = y, = y,7— 0, 0, in coordinate 
di piano, dalla n, =0, oppure $, — 0. 

Piano osculatore in О. È il piano C, = C, = $, = 0 ossia (come luogo 
doi punti) y, = 0. 

Retta tangente in O, È la retta y, — y, — 0 ossia C, = {= 0. 

Cono quadrico oseulatore in О. L'unico cono quadrico col vertice in 
O che ha con la curva О in O contatto di sesto ordine (tale cioò che sosti- 
tuendo (9) nella sua equazione siano nulli tutti i coefficienti di и» perm < 6) 


è il cono: 


(10) 2y,! — 3y, y, —0 ossia {== 36, — 86, 6, = 0 
E PA 15g  — 10 ., 
(u primo membro di (10) vale —949 " ++... 


Conica (inviluppo) osculatrice in О. È l'ente duale del precedente. 
(10) bis 96, — 35,6, = 0 ossia y, = 3y,! — Ву, y, = 0. 


Fascio oseulatore di cubiche (sghembe). Una cubica sghemba posta sul 
cono osculatore è intersezione di questo e di un cono quadrico che ha il ver- 
tico P р, es. sulla generatrice y, == y, = 0 del precedente, e che ha quindi 
un'equazione omogenea di 2° grado in Ys, Ya, AY, + Ky, ве hy, + ky, = 0 
û un piano passante per P. Notando che 


0 V 
ys. — 2y, у,=— e “180 ut + "Өз 
(11) 


g N 
Vy i" + termini in w+...., 
si riconosce che soltanto le intersezioni del cono osculatore con uno dei coni 


y! — 90,0, + 2hy,y,— 0 (№ — cost.) 


hanno in О contatto pentapunto con la curva data. Le eubiehe così ottenute 
hanno per equazioni parametriche in coordinate di punto о di piano oscu- 
latore : 


(12) uh da gl =w (ш parametro) 
WW: Ys Y DA 
TA TARE EN 
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che se ne deducono mutando le у in C. Esse definiscono tutte lo stesso si- 
stema nullo: il sistema nullo oseulatore у = $. 


Ponendo h= si ha una cubica che per (11) ha in О con € un contatto 
6 punto: Za (prima) cubica oseulatrice. Ponondo 95 = E 
da) cubica osculatrice che ha in О con C 6 piani oseulatori consecutivi co- 
muni, Per h=0 si ha la cubica armonica, luogo dei coniugati armonici di 
O rispetto ai punti ove le precedenti cubiche incontrano le genoratrici. Queste 
cubiche coincidono solo se 0 = 0, cioè se la curva data О appartiene a un 
complesso lineare. Come û loro punti giacciono (in ogni caso) sul cono qua- 
drico oseulatore, così 4 loro piani osculatori inviluppano la conica oscu- 
latrice. 

Punto di Halphen (primo). I coni quadrici passanti per una cubica del 
fascio osculatore hanno per equazione 


si ha la (secon- 


(18) 242g," — By) + ум Wy + Ayy) + (By By) p) = 0 
| (13) pis (ab — c* = 0) (a, b, е = cost) 
Il vertico del cono è quello, a cui corrisponde il parametro 
(14) 10 =a 0:20: D. 


Se k= 20: 10, la cubica considerata è la prima osculatrice; il cono cor- 
rispondente alle 0 = e= 0 è il cono quadrico oseulatore ed ha perciò in 
O con C un contatto 7 — punto. Se 0+0 vi è tra i (13) un altro cono che 
in O ha con C un contatto 7 — punto, Infatti il primo membro di (13), per 
“le (9), ha, se 10h — s0, uno sviluppo 


bV , she 
Ciotti e O 


Il cono (13) avrà con C in O un contatto 7 — punto non solo por 
b=e=0, ma anche per 2e: b= 20V : 9, che dà luogo ad un cono, il oui 
vertice è il punto 


0 2 2 
(14) v=317+3 s0P*, y Vy y,28$0V, y, =l, 


che non coincide con О se O4 0, e che diremo il primo punto di Halphen. 
Esso è V’ unico punto della prima cubica osculatrice, da cui questa è proiet- 
tata secondo un cono quadrico avente in О un contatto T punto con la 
curva data ©. Il piano, che da esso proietta la tangente in O, è il piano 
principale di Halphen, luogo dei punti da cui la prima cubica osculatrice 
è proiettata secondo un cono (cubico) avente in O un contatto 1 — punto 
con О, 
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Il piano osculatore alla prima cubica osoulatrice -nel punto trovato si 
pòtrà dire il (primo) piano di Halphen. Dualmente troveremo sulla seconda 
cubica osculatrice un (secondo) piano di Halphen, che la oscula in un punto 
che chiameremo il (secondo) punto di Halphen. 

Se 0 — 0 il (primo) punto di Halphen coincide con О, eco. 

` Punto di Sannia (primo) è il punto comüne alle oo * quadriche che hanno 


in O un contatto 7 — punto con la curva data, e che perciò appartengono . 


alla rete definita dalle quadriche 
A= 2y, y 2 3y, y, — 0 
2:0 V 
B—y! — iyi + To Dhl pr; 


Se 820 
C= Зу, Y — у = YY — 1б у = 0. 


(Si noti infatti che le A, В, € per le (9) hanno sviluppi, che cominciano col 


termine in и"). Trovando i punti ove la cubica А = C = 0 incontra la qua-* 


drica #= 0, si trova che il punto di Saunia è, se û 4 0, il punto: 


Potremo, analogamente a quanto sopra, definire un secondo punto e due 
piani di Sannia. Notando che tra le quadriche aventi un contatto sette punto 
in O con € vi sono i coni che da O e dal primo punto di Halphen proiettano 
la cubica osculatrice [i quali hanno a comune, oltre a tale cubica, la gonora- 
trico cho ne congiunge i vertici] troviamo: Un punto della curva e i corri- 
spondenti punti di Halphen e di Sannia sono allineati. 

Tutti questi enti, definiti se 0 2- 0 cioò per curve non appartenenti a com- 
plessi linenri, permettono di caratterizzare il tetraedro fondamentale. Il ver- 
tice y, = y, = y = 0 è й punto O generico della curva, lo spigolo y, = y, =0 
la tangente їп О, il piano y,— 0 й piano osculatore їп О, Lo spigolo 
у,==у,==0 è la retta uscente da О posta sul piano osculatore che si ap- 
poggia alla ‘congiungente i due punti di Halphen ed incontra la conica 
osculatrice in О e nel punto y\=Y,=Y=0, in cui la conica osculatrice 


ha per tangente la retta y, — y, = 0. Definiti così gli spigoli del tetraedro ` 


posti in у, = 0, il sistema nullo osculatore determina gli altri tre. Questo 
tetraedro ha per faccie due piani oseulatori. della cubica armonica; e è 
due piani che dal punto di contatto di uno proiettano la tangente nell'altro. 
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D) Una osservazione. 


Sia ж + rdx un punto P della retta tangente, & + rdé il piano 
т che gli corrisponde nel sistema nullo osculatore. Posto x = pz, | 
= рф il punto P e il piano x avranno le coordinate Z + rd 
e &-- rd£, ove: 


1 1 
= = — + dlog p 
r 7 
NS Ў da: ; а 
Sia Fg = du?, e siano (e, F3 = le coordinate di retta 
tangente. Se (du : du)? — + sarà (8 6 G) F, = йиз, mentre 


3 - dz . . 
t x, zw Quindi : 
еге A 
t= p*t (du: du) = р“. 
Perciò 
3 $8. - 

t + pP rdi e t -+ TE та! 
sono proporzionali. La corrispondenza tra il punto x + тах, il piano 
$ + таё, e la retta t + + rdt è dunque indipendente dal fattore p, 
ed è dunque definibile geometricamente (è). Infatti, posto rdu = s, il 
punto x + rdx = x + sa ha le coordinate 1 = 1, m = s, n= р = Ù 


ossia: yy = 1, ya 88, yg = y, = 0, la cui polare rispetto alla 
conica osculatrice è 3&8y, — Фуа = y, = 0, passante per i punti 


(1,0,0,0) e (0,1 


3 
dr 
а (0, г, 0, 0) e / à la retta da (1, 0, 0, 0) а (0, 0,1, 0)| e conse- 


88 , o) t è la retta da (1, 0, 0, 0) 


guentemente coincide con £ | rd, che è dunque la polare di 


x + rdx rispetto alla conica osculatrice, come è la polare di È 4- rdé 
rispetto al cono osculatore. 


РИС р ЕЛКА e i ar nia A de 
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Proiettiamo ora la nostra curva da un punto (a,b, 1, es) 
qualsiasi del piano &$--s& (cioè del piano ти = l, үз == — 88, 
т = jy = 0) sul piano osculatore. La proiezione avrà per coordinate 


E a 3 
ло EE rai She 5 uW+...; 


La conica osculatrice, avente contatto 5 — punto con tale 
proiezione è la conica 


ў 2e 
Ya — 2Y1 ys — "s Vs + ay — 0, 


ove è inutile specificare il valore di ~; е la retta polare di а + sw’ 
rispetto a tale conica è sempre la retta 4 4- ddl precedente ; che . 


è dunque anche la retta polare di х + rdx rispetto alla conica 
osculatrice in O alla proiezione della curva fatta sul piano oscula- 
tore in О da un punto del piano È 4- rd&. (È). 


$ 8. — Le curve piane. 


Daremo un rapido sunto della teoria di queste curve. Se æ (cioè x, y, 2) 
sono le tre coordinate omogence dei suoi punti, porremo (ж, dz, d'a) = а" du’. 
Se Е sono le coordinate di retta tangente è $ = 8 ' = 8 '@ = 0. Sarà perciò : 


Sed'a= — 54 йж = боа. 
Imporremo alle Е tale fattore di proporzionalità che: 


(E, d£, d'E) = a" du’ = (v, do, d'a) 
ossia che: 


(Е, ФЕ, d'E) (ш dw d'a) == (Sta) = (Sad'E)' == а аи". 


46 - LA TEORIA DELLE CURVE [8 8] 


Sarà : 
Std'a == — 54х4 = Sad’ = a" ди". 


Noi sceglieremo и in guisa che æ = 1. Il parametro « così definito varia 


però, moltiplicando le œ, Е per uno stesso fattore. Sarà allora : 


(x ag = (mm a"), =0 ciò 0— Sex" = = SE" Sea = —– бар". 


Possiamo definire la curva dando Р equazione differenziale lineare 
cui soddisfano le x , y ,z di un suo punto e loro combinazioni lineari, 
Posto pertanto 


w” == ho" + kat + lo si avrà ЛӘ '' = Sto”, cioò А = 0 (nell'ipotesi a=1) 
E all’ equazione ві può dare la forma : 
x” + Qx + (d' — 0): — 0. 


Se noi moltiplichiamo le æ per uno stesso fattore р, o contemporanea- 
mente variamo il parametro « in guisa che sia ancora а = 1, si riconosce 
facilmente che 0du* è invariante, Se 0 == 0, scelto il citato fattore p in guisa 
che 0 —:0, l equazione si riduce alla œ” = 0, le æ, у, * sono pertanto por 
linomi di 2* grado di uno stesso parametro. Dunque, so 0—0, la curva è 
una сопіса. Se 0 4-0, si potrà scegliere р in guisa che 0-1. Il parametro 
corrispondente w sarà l'areo prosettivo, o le coordinate œ, € corrispondenti 
le coordinate normali. 

Esso soddisfano alle due equaxioni aggiunte : 


w w” +20 + (4 —1)a=0 E” + 296 + (0 + Е — 0. 


La curva, se non è una conica, è dunque definita dalla conoscenza 
della q in funzione dell'arco protettivo u. 

бох, æ, Е, E, g sono i valori di ш, æ, eco, in un punto O della 
curva, ogni punto del piano ш avrà coordinate del tipo y, а + Yaw” + y,(x" + qu) 
o ogni retta È del piano avrà coordinate del tipo C, ë 4 %6’ + G,(E" + 48). П 
punto e la retta si apparteranno se „у, tia — Ya Ya — 0. La сопіса oscu- 
latrice sia alla curva luogo che alla curva inviluppo ha per equazioni 


` RY, Ya — у, = 0 pensata come luogo e 26, 6, — E," = 0 pensata come inviluppo. 


La polarità rispetto a questa conica è definita dalla &; = y, . 

Il punto di Halphen (y, = 2. 1* — 259", y, = — 4909, y, — 1. 254*) 6 
il punto comune alle cubiche che in О hanno un contatto 8 — punto con lu 
curva data; la cubica penosculante nodale 


r BY, Ya — 0"), — 40, =0 


è l’unica cubica con punto doppio in O, che in О ha un contatto 8 punto 
con la curva data, ed ha per tangenti le rette y, == y, = 0, Ma tutta la con- 
figurazione così generata non ha trovato finora applicazione alcuna. 
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Una osservazione. 


Nel seguito ci sarà utile la sola osserv. seguente, Se x, ё, 
dx, ах, ecc. sono le coordinate ~ di un punto della curva e § —— 
È della tangente corrispondente, e i loro differenziali, calcolate tutte — 
— . jn un punto fisso O, allora nella polarità rispetto alla conica oseu- | 
75.7 latrice si СОГАЗ il punto ax + bde + cd» e la retta. 
= a+ bdé + са? quando le w e le È relative a un punto generico 
= dolla curva sono legate dalla : 


(u, dz , Фа) = (È, dé, d°é) 


r ET 
`, da eui segue 
(1) bis 


che è equivalente alla : 


(Ri de, Фа) = (è, dé, 05) 


Eo) s Sêda — бай (*) 
. Ossia, per le: У 
RC) ° Sdn = — Байа = 8хй%; 


at (1) quater | Ааа — аха%) = 0 


yv) Infatti o evidentemente ai da) , Mr dé) con р, 6 fattori 
di proporzionalità, Quindi (1) dà Sa 1 sedg. Ma, derivandoleiden- — 


ET Stc = Sede = Sedé=0, si ottengono le (2); e AE. p=6. Perci le ` 
— (Dus; (1) tor sono equivalenti. 


Carrroro Il. 
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$ 9. — Formole di calcolo assoluto. 


Li 


A) Differenziali controvarianti, 


Sia 
(1) 9 = Xa,du,du, (r,8—1,2,...,m) 
una forma quadratica differenziale col discriminante A+0; sia l 
A, il complemento algebrico di а,, in A diviso per A. Poniamo: 
| ЕЛҮЙ vow "c HR 
(2) atri 3; 
; PY sx, [55 
: ()-x«[*] 


Risolvendo le (3) si trova : 
ih) 1 Y 
(4) Hn na Za t ) 


ba ih qe MY. d 
Conserveremo il simbolo | | anzichè | è \ soltanto per l'elemento 
y 
lineare di Gauss della geometria metrica. 


Fonni е Cron, Lexioní di Geometria proiettivo-differenziale. 4 


Ala li 
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Si dimostra che : 


(b) дов _ 2(7) 


Qu; " 


Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima е 
di seconda specie. Porremo : 


du, == du = йш; du, = du, + X (7 du, du, 


(6) 
du, = d(2* uj) + i (S SL 02, , eco. 


Tali espressioni saranno chiamate (F) differenziali controvarianti, Se 
noi alle variabili u, sostituiamo ^ loro funzioni indipendenti Ups 
la forma G si muta in 


du du 
Van , , direi o і J 
(0 Dap Uu, du, ove. а, = Da aur uer rum 
Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, come è 
(8) du, = Y E чы du, 


r 


così si può dimostrare che formole affatto simili valgono per i 
differenziali controvarianti, che cioè: 
ан 


(9) du, = X 


ui r 


d'u'., anche per s= 2,3, 


Se n = 2, porremo sovente U = U, uy = 


B) Alcune definizioni. Le geodetiche, 


Diremo che un’ espressione è intrinseca, se il suo valore non 
muta con un cambiamento di variabili ш in loro funzioni w'; la 
diremo impropriamente intrinseca se essa resta immutata per cam- 
biamenti di variabili a Iacobiano positivo, ma cambia di segno per 
trasformazioni a Iacobiano negativo, 


„+ 


Mgr ME SAI ТИСТИ ORA E ONT УКАМ АЗА 


[8 9, B] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 51 


Così p. es. dalle (7), (8), (9) si deduce: 


yi d(u, tg . <. Un) 2 

(10) 1 a ma Uda) 

©, BÓ NSA: 

(11) (аш d'u', —4и'„ ёи) = dute) (du, d'u, — du; u). 

аш ug) 
» (8 = 2 , 3 , ) 
Quindi, per n = 2, le espressioni 

(12) V |A| (du, du — du, 9*u,) 

e 

(13) УТАТ (du, ò? uy — du, u) 


di cui, si noti, la seconda è, com'è facile verificare con le (5) e 
(0), il differenziale della prima, sono entrambe impropriamente in- 
Irinseche, 

La prima di esse divisa per VO da la curvatura geodetica di 
una linea tracciata su una superficie, su cui Q è l'elemento lineare. 
Le geodetiche si possono definire dicendo che essa è nulla. 

Si noti I identità, che ben presto generalizzeremo : 


(14) da = 2 Ba, du, д?и,. 
Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il parametro / de- 
"к P 2, 
finito dalla di = y G , lungo esse sarà 96. 0 e quindi, 


essendo nulla anche (12), esse soddisferanno alle 


ju 


(15) » 


-0 (=1,9), 


com’ è, ben noto, In questa trattazione si è escluso che lungo le. 


geodetiche considerate sia @ = 0, cioè abbiamo escluse le geode- 
tiche di lunghezza nulla. 

Le (15) per i= 1,2,..., п definiscono anche per n >2 
le geodetiche, quando G sia assunto ad elemento lineare. 
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C) Derivate ecvarianti. 


NB. Il lettore può leggere il resto di questo 8 man mano che esso sarà 
invocato nelle pagine seguenti; sarebbe troppo pesante leggerlo in unn sola 
volta, almeno per chi non conosce già il calcolo assoluto. 


Sia, per fissare la idee 
(16) В» =: X, du, du, du, (Opus == Dau ss D 000) 


una forma cubica di carattere intrinseco, cioó indipendente dalla 
scelta dei parametri indipendenti w,. Differenziando, e sostituendo 
alle d*u i loro valori dedotti da (6), si trova: 


(17) аВ = 3 X b, u, du, du, + 2B, 
ove si è posto 
(18) Bg = У b u; du, du, du, du, , 
Ôb ps 1$ . [83 fti : 
э un Se ape tpe а 


La (18) si dirà la forma 25 prima covariante della B, il si- 
stema (19), generalmente non simmetrico, si dirà il sistema primo 
derivato covariante del sistema delle Б. Com' ё evidente anche il 
primo termine del secondo membro di (17) è intrinseco, come By 
e dB}; altrettanto avverrà perciò del secondo termine òB}. 

Altrettanto si può dire per forme B, intrinseche di grado 
qualunque x; in particolare ~ 


per r = 1, se B, = Xb, би, , sarà: 
dB, = Xb.0*u, + 0B, , 0B, = Xb, du, du, 
(20) дь ri 
bpi = — Ў ( у, 
q 
per r = 2, se B, = Xbdu,du, (b, = ba), sarà: 
dB, = 2Xb,, du, 2*u, + 6B, , 0D, = УЬ, du, du, du, 


(21) 
prada су ("a ET (ae 
q 


ди, ; q а \ 1 
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In particolare, se B, = G = Ba, du, dus, è: 
да, rt st da rt st 
i SIAT, س‎ У ue у ЗА rs E ы = 
ume E (e pem medir) 


cioò, come avevamo già trovato in (B) 


(14) аб = 2Ya,, du, Ò us 


Cosiechó : IL sistema derivato covariante del sistema fondamentale 
delle a,, è nullo. 

Infine, se ж è una forma intrinseca di grado r= 0, cioó se 
2 è una funzione intrinseca, è : 


de = Jadu, da = Ў з, du + Xa, du, du, , 


(22 
du = Ya, du 4 3Xz,, du, 9*u, -]- X2, du, du, du, , 
ove: 
aa da à БЫ у ("*\, 
о N CORO ENTI 
(23) 


sul ta PON LA PAGE я Fid 
„= ди, Ma : q дз ; q qv 


sono le cosidelle derivate covarianti prime e seconde della x. Si noti 
che, se ai 3u sostituiamo i Я?а, e alle derivate covarianti le deri- 
vate ordinarie, queste formole si riducono alle formole abituali ; con 
cui del resto esse coincidono, se le a, sono costanti, 


D) Una generalizzazione, 


Se du,, d'u,, d'ui, ecc. sono altrettanti sistemi di differenziali 
primi, e se p. es. la forma trilineare 


В, = ЎЫ, du, ди, du, , 
ove non è più necessario supporre che Б, sia simmetrico, һа ca- 


rattere intrinseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana- 
logo e chiamare primo sistema derivato covariante del sistema bps 


CAPITOLO SECONDO (89, E] ^... 
quello definito da (19). Si trova di nuovo che 


Ч Ў biu du, d'u, du, d'u; \ | | 


È ha carattere intrinseco. : 
d. .Noi porremo 

m guo ord 

RC (24) pn (2 4н 4,; Au by, 

M. oe zu x 7 
E T Sarà : 

$ К k (25) brst == Xa, Qt Qin Dn. 

* T 

E. Notazioni analoghe saranno usate per sistemi binari, quater- 

A nari, ecc. (а 2, a 4 indici ecc.) In particolare 
E 

H (26) diim Aa 4,,0,; = Ўв, А, = An 

г Ы n 

٠ me 
Ee (фу = 1, є. = 0 per j €). 

"x E 

T I sistemi come 5,, sono i sistemi covarianti del Ricci, i sistemi 
Es b! i sistemi controvarianti. Se 5"' à controvariante, ed x, a', a" 

1 sono tre funzioni intrinseche anche 

nds 1 

p 

Ж E Eb" xa, a, | 
E è intrinseco, Più avanti definiremo anche i sistemi misti. | 
Na - A 
E e 

КУ HE) I simboli a quattro indici e alcuni parametri differenziali. 
b Essendo per (26) 4,, un sistema controvariante, se ne deduce 


che i ben noti parametri differenziali 
(21) (AV Em DA mm, domom AL A, EN RC 


hanno significato intrinseco, se ж è una funzione intrinseca, 
Da (23) si deduce derivando : 


t y i 
(28) i "i Trst zn ШТ p AGI ? pr) Ana dy 


خی 
man “gi А THAT ai x Too.‏ 
"in tao My Ё „БУ 8‏ 

SUA tergo e ў es 
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ove (st, pr) è il noto simbolo di Riemann definito dalla : 


да, 0* au, у д? dp; да, ; 
ди; дих | ди, Quy Quy ди, 2 du, du; 


3 rh ik ril [hk Ы 
RD 
LD Il sistema delle (rk, ih) è un sistema covariante; se n = 2, ` 


— quelli dei simboli di Riemann che non sono nulli, a meno del , 
—  * segno, coincidono con (12, 12). 


(30) (rk, ih) = + 


` 


EL. 9 t 
: - La frazione 3219. si chiama, se n = 2, la curvatura di б. — 
Me d : i 
TRE F) Relazioni di apolarità. 

DOR Una forma intrinseca 

pa Y 2 

E: X brin.. du, du, du, du, . 


delle 4, À,.... vale la: 


i 


A i A 
x si dice apolare o coniugata alla G, se per ogni sistema di valori di 

(I YN 
Хх « 


BEIC ym Ў As bas... = 0. 


Questa relazione è intrinseca. Così B — Xb,, du, du, è 0 alla 
G, se 


(82) УА 0, =0 ossia, per ъ= 2, se KETI bas 4j Agg bi — 2414 id = 0. à 1 


ossia, posto € 


u =u, Ш = 0, 


se le radici dv : du della G = 0 e della В = 0 si separano armo- 
nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel ор 
finora escluso А = 0; così la relazione di apolarità per due forme - 
quadratiche G, В diventa simmetrica, A 
Sempre supposto che anche В abbia significato intrinseco, ed. c 
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A +40, la forma 


(33)0 = 1 | bdu, + bg duy big du, + bag dus Pi LOS 
PTA] | ауди + ag du, аз + aag dus 


impropriamente intrinseca è una forma apolare ad entrambe ; se le 
forme date non sono proporzionali, se cioè (33) non è identicamente 
nullo, le forme quadratiche apolari alle G , В sono tutte е sole le 
forme proporzionali a (33). 

Se vale la (32), allora la forma В è apolare sia а @ che a C. 
Ora С, essendo apolare alla @ che ha il determinante А +0, non 
può essere proporzionale a б; perciò, per il precedente teorema, 
esisterà un fattore X tale che : 


(34) P ۸ Cia du +- Cig do бәү du +- соо dv 
ПАТ | ay du + a44 dv а du + а» dv 


Ricordando la (32) si trova che: 


(85) r= —sgnA=+1. 


У 


8 10, — Riassunto di alcuni teoremi metrici. 


A) Triedri diretti e inversi, 


Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali x,y, 
chiameremo positiva la faccia del piano vy volta verso il raggio 
positivo delle z. Siano date altre 3 rette orientate non complanari 
а, b, c uscenti da un punto О; la faccia del piano a b, volta verso 
la direzione positiva di c, si dirà la faccia positiva di tale piano 
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci- 
dere le faccie positive dei piani zy ed ab, allora può avvenire 
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso l'angolo con- 
cavo portano il raggio (cioè la direzione positiva) а nel raggio b, 
oppure il raggio ж nel raggio у. In questo caso diremo che il 
triedro abc è diretto, o che segue la legge di orientazione determi- 


e erre i ita O RT a nin RI rt 


[8 10, В] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 51 


nata dal sistema coordinato xyz, nel caso opposto diremo che 
«bc è un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazione, 
Il determinante dei coseni direttori di a, b, с è positivo nel primo 
caso, negativo nel secondo. Le simmetrie portano triedri diretti in 
inversi e viceversa; altrettanto avviene per i movimenti di 2* specie. 


B) Le forme fondamentali di Gauss di una superficie. 


Una superficie S sia definita dando le coordinate x, у, z dei 
suoi punti in funzione di due parametri u = ш, v = uy. Le u, 
Yu, 2, sono proporzionali ai coseni direttori della tangente ad una 
linea » — cost. di S; e il fattore di proporzionalità è positivo, se 
noi scegliamo quel verso della tangente che è diretto nel verso 
delle u crescenti, Proposizione analoga vale per le t, , y» , zv . Come 
verso della normale scegliamo quello tale che il verso delle u cre- 
scenti su una v = cost., il verso delle v crescenti su una u = cost., 
e il verso della normale formino un triedro diretto; i coseni di- 
rettori X, Y, Z di questa direzione normale renderanno positivo 
il determinante (x,, x,, X). Con queste convenzioni è fissata la 
faccia positiva del piano tangente alla S in un suo punto A e anche 
della stessa superficie S, almeno in un intorno di A. 

Un cambiamento di variabili coordinate u, cambia, o non cam- 
bia tale faccia positiva, secondo che il suo Iacobiano è positivo 0 
negativo, 5 | 

La forme fondamentali di Gauss sono: 


(1) ds? = Edu? 4 2Fdudv + Gd? = Sda? 
(2) Рац? + 2D'dudv + D'dv = SXd*x = — SdXdx = 


b: Qu, 3 964 d°x) 
V Eq —F* 


La prima è intrinseca e invariante (per movimenti). 

La seconda è impropriamente intrinseca, invariante per soli 
movimenti di prima specie, perchè cambia di segno per movimenti 
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parametri ш, a 
lacobiano negativo). 
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In altre parole la seconda forma ? completamente determinata 
soltanto se è data l'orientazione di S, cioè se è data la sua -faccia 
positiva. 

La prima forma è V elemento lineare della S. 

Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie è 
ridotta all' integrazione del sistema 


(3) ti= DX, а, = рХ, оо = DA A 
s EP FD — ED' 


RO ST "t-gg-pm te 
(4) A | ; ў 
PD ODAN :Рр Ер 


4--gp—p "alg. 


Ly 


ove le æ, indicano derivate covarianti rispetto all’ elemento lineare, 
assunto a forma G fondamentale. Per questo elemento lineare i 


simboli di Christoffel di seconda specie, anziché con Mo si in- 


dicheranno con ur. come abbiamo già detto ($ 9 4). 


Le condizioni di integrabilità delle (3), (4) danno le equazioni 
di Codazzi, e l equazione di Gauss 
y DD" 1.4 D? ; 
(5) rp 


ove K è la curvatura dell’ elemento lineare. Esse sono le condi- 
zioni necessarie e sufficienti, affinchè (1) e (2) individuino una 
superficie [oltre alla EG — F* — 0, almeno nel campo reale; que- 
sta ultima è l’unica condizione a cui deve soddisfare la (1)]. 

Le linee per cui è nulla la (1) sono le linee di /unghezza 
nulla (immaginarie coniugate nel campo reale); quelle che annul- 
lano (2) sono le asintotiche. Da ogni punto O della superficie escono 


due asintotiche, coincidenti se DD" — D? = 0, ossia se la curva- ` 


tura К = 0. L’ essere identicamente soddisfatta questa condizione 
caratterizza le sviluppabiti (e loro casi limiti). | 

Se D' = 0, le linee u, v sono coniugate e, dividono armonica- 

2 


P | 0 D RESNA YA ; 
mente le asintotiche ; se EE log DT è in più nullo, cioè se si 


Жү RAS ZE E TEET EAEN M ES ТИК. ЗЕ) aso. ru Ж ia ел TIRE f S start 


© 
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possono mutare i parametri delle и, v in guisa che D+ D" = 
il sistema delle ш, v dicesi isotermo - coniugato. 

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di 
S si incontrano nella direzione coniugata ; il piano osculatore alle 
asintotiche uscenti da un punto di 5 coincide col piano Вее 
ad 5 in questo punto. 


0) Raggi e linee di curvatura. 


Le rette normali generano una congruenza, le cui sviluppabili 
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato : il sistema delle 
linee di curvatura, I fuochi di una normale diconsi centri di cur- 
vatura, le loro distanze r,, 7a dai piedi della normale raggi di 

1 Ys 
curvatura. Z} prodotto = (curvatura totale della superficie) 
1 


2 
coincide con la curvatura К dell'elemento lineare. Soltanto sul piano 


e sulla sfera le linee di curvatura sono indeterminate. 


D) Elemento lineare dell! immagine sferica. 


Si considera sovente anche la terza forma 


SAX? = edu? + 2/dudv + gd, 


completamente determinata dalle prime due; i relativi simboli di 


Seconda specie di Christoffel si indicano con ys T Vale la: 


(5) ıı, Va =, By c 


Tig 


E) Superficie applicabili. 


Se due superficie 5, S' hanno uguale elemento lineare, diconsi 
applicabili. Ciò significa che la corrispondenza biunivoca tra i punti 
delle due superficie che hanno uguali coordinate w, v conserva 


dci COPS UN E E aa PERA PRE УО RE TIER TA] OTT I DEE le FA ML: 
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lunghezze e angoli. Cioè, se О è un punto di S ed A, B sono 
punti di S infinitamente vicini del primo ordine (con coordinate, 
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi du, 
dv), e se 0', А’, В sono i punti omologhi di А”, allora ОА = ОА, 
OB = ОВ, l'angolo A(0)8 = А(0)В. In altre parole esiste un 
movimento M, che porta O in O e i punti infinitamente vicini ad 
O' del primo ordine nei punti omologhi infinitamente vicini ad О, 
cioò porta S' in una superficie S, che соп S ha comuni il punto 
O e i punti ad esso infinitamente vicini del primo ordine, ossia 
porta S' in una superficie 5 che con О ha un contatto analitico 
del primo ordine, Poiché O e i punti infinitamente vicini conside- 
rati si possono considerare complanari, è inutile distinguere i mo- 
vimenti di prima о di seconda specie. Л movimento M. varierà con 
la coppia di punti omologhi О, О" considerati, perchè, se così non ` 
fosse, uno stesso movimento M porterebbe 5 in 5; queste due su- 
perficie sarebbero uguali; pertanto avrebbero comune non solo l’ele- 
mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al più a 
meno del segno, se M è di seconda specie). 

Se invece del contatto analitico imponessimo ad M di portare 
S'in una 5 tale che curve omologhe di S, S abbiano un contatto 
geometrico, basterebbe che su S, 5 angoli omologhi fossero uguali, 
ossia che 5, А” avessero elementi lineari proporzionali, o, come si 
suol dire, che S, S' fossero conformemente applicabili. Im tal caso 
per ogni coppia di punti omologhi О, О esiste una similitudine M 
che porta S' in una superficie S che соп S ha in О un contatto 
analitico; e le S, А” si possono anche considerare come applicabili 
nel gruppo delle similitudini, Se poi questa similitudine M non va» 
riasse con la coppia di punti О, О omologhi considerata, allora 
le superficie surebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un 
rapporto costante, il cui quadrato è uguale al rapporto dei loro 
elementi lineari. 
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$ 11, — Prime considerazioni di geom. proiettiva. 


A) Le direzioni asintotiche, 


Definiremo una superficie 5, dando le coordinate omogenee 
v, y, z, t dei suoi punti in funzione di due parametri и = ш e 
v = vy. Se per un momento con 2, у, 2, indichiamo coordinate 
correnti, P equazione del piano tangente in un punto œ di S è 


(2 @„ tu 2) = 0. 


Poichè un punto di S infinitamente vicino al punto x ha le 
coordinate 


> 


dads A 


esso apparterrà al piano tangente se è nulla l'espressione 


(1) (х=, x, d*z) = (e, v, , 2, , Luu du -- 2z,, du de + x, de) 


dx deri 
Ove d, = = 600. |, che noi indicheremo con 
. ди? 


(2) bi, du? + 2, du dv + bag dv? 
ОЕ (е о Vu) i dia == (È We dv uu) 1 dae = (CU) 


Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per un 
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri 
u, v, definisce dunque, uguaghiata a zero, le direzioni in cui il piano 
tangente taglia la superficie, cioè le asintotiche. E del resto, se t = 1 
ed 2, y, 2 sono coordinate cartesiane ortogonali, essa coincide con 
VEG — FE (рам? + 2D'dudv + D'dv?). Noi escluderemo sempre le su- 
perficie sviluppabili, cioè le superficie elementarissime per cui 
bi; by — 08, = 0; e trascureremo pure come eccezionali i punti 
in cui fosse b, by, — bèa = 0. Ammetteremo cioè sempre distinte 
le direzioni asintotiche uscenti da un punto della superficie. 


M EE a E LISCIO uv CIAO ARIE II ORAT AUTO T at C TT WU 
41 Д 1 ‘ 
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B) Le direzioni di Darboux. 


Diconsi quadriehe osculatrici in un punto О di S quelle che 
incontrano la superficie S in una linea che ha un punto triplo nel 
punto О (così come piano tangente in О è quello che incontra 5 
in una linea che ha in O un punto doppio). Supponiamo t = 1, che 
z= 0 sia il piano tangente in О; varrà allora uno sviluppo 


(4) 2= pr, у) е, y) + 


ove e è un polinomio omogeneo di secondo grado in c, у, ф è 
отор. di terzo grado in 2, у e dove sono trascurati i termini di 
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua- 
driche di equazione : 


(b) ме Ф) + аа t py A n2) =0 (A, руу, = cost) 
che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da: 
(6) уф + ФА | ру) +. = 


ove, come sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al 
forzo, 

Le З tangenti alla linea d’ intersezione hanno nel piano tan- 
gente r — 0 l'equazione 


(7) ур + (ма + py) = 0. 


Questo sistema lineare di terne di rette uscenti da О ha dunque 
una equazione identica alla (3) del 8 4, А. In virtà dei risultati 
allora ottenuti abbiamo : 

Tra le terne (7) ve ne sono soltanto tre formate da tre direzioni 
coincidenti ; le tre direzioni così determinate appartengono a loro 
volta ad una delle terne (Т): a quella unica terna che è apolare а %. 
Hesse si dicono le direzioni di Darboux. i 

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la 
terna delle direzioni di Darboux diconsi quadriche di Darboux., 
Se (5) è una di esse, le altre se ne deducono facendo variare n. 
Perciò : з 
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Le quadriche di Darboux formano un fascio, cui appartiene la 
quadrica z? = 0 formata dal piano tangente contato due volté (fascio 
di Darboux). 


Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo, Tenuti 
fissi gli assi delle x, y e i punti unità di questi assi facciamo va- 
riare l’asse delle z; poniamo cioè: 

=, ST mE, у= у + pe. 
La (4) si muta in: 
hz' = ф(х + тс, у + р) + yz. y). 
буе, come sopra, non si sono scritti i termini di grado superiore 


al terzo in z', y. E questa equazione equivale appunto alla : 


fade gent, "ae T ngn 
(8) z= y ory) + vier , y) + (Ха py) vn, y) ties 


= 


1 { ; : 
ove h = sergio) dove А, t sono parametri, che, al variare di Г, m 


possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo 
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun- 
que scegliere l’asse delle 2 in guisa che essi formino un polinomio 
apotare alla €; e, se ad assi delle x, у abbiamo assunto le dire- 
zioni asintotiche, lo sviluppo assumerà la forma canonica : 


(9) а day p qe [at e Dy) +... 


Se l’asse delle z fosse stato scelto a caso, e quindi lo sviluppo 
fosse più generalmente 


= lay + | EEE + 30zy? + Dy?) + 


le direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definite dalla : 
Ax + руз = 0. 


Le direzioni coniugate di queste, per cui quindi sia Dy = 0, 
diconsi le direzioni di Segre. 


- 


MT e 
,,' 
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8 12. — Le forme differenziali fondamentali. 


A) Primo metodo. 


N. B. Il lettore può accontentarsi di studiare il secondo metodo dato 
in (B); chi vuole conoscere altri metodi veda le Mem. di Fubini, ove tali 
forme furono date per la prima volta. 


Poniamo (cfr. le (1), (2) del 8 11 A): 
(1) Е, = Mz =, a, х) = XXb,,du,du,, 


(2) Pg = (u v, x, d?2) — 3 dFa, 


ove ) è una funzione delle ш, v. Queste forme, una quadratica, 
l’altra cubica, dipendono dai soli differenziali primi delle «, v. 
Data la superficie S, queste forme variano : 

2) quando si esegua sulle z una collineazione a coefficienti 
costanti, 

В) quando si moltiplichino le x, y, z, £ per uno stesso fat- 
tore р(ш, v), 

х) quando si muti la funzione A, 

д) quando si mutino i parametri u, v. 

Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e perciò anche 

quando su S si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su- 
biscono una trasformazione del tipo : 


(8) Р, = ВР, Ф, = 603 + (Ми + kdw)F, 


Queste formole hanno una notevole interpretazione geometrica. Po- 
Sto infatti t = 1, x=u y 0, А —1: 


Fy == d'z — „йт — z *y = z,,da* + 22, lady + z,ly* 
Фу = (dz — z,d*z — 2,09) — d Pt 


= — Ex (2,029 + 32,,,da*dy + 32,,, d:vdy?* + z,, dy?) 
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Se nell’intorno del punto O(x = y = z = 0) della nostra su- 
perficie ё: 


z= ple, y) + Vm, 0) +... 


Ove Ф è omogeneo di secondo grado, ф di terzo, allora nell’ intorno 
del punto considerato si һа: 


(4) Fy = Sr pde, dj) ^... p, = — 3d, dy) + .... 


cioò per i risultati del $ 3: 

La F, = 0 determina le direzioni asintotiche, la Ф, = 0 una 
delle terne di direzioni in cui la superficie è incontrata da una qua- 
drica osculatrice ; la indeterminazione per Ф, è proprio la stessa 
che avevamo trovato per queste terne di direzioni, 

Sorge così l'idea se non sia possibile rendere Ф, apolare ad 
F, così che la «by = 0 definisca proprio le direzioni di Darboux. 
Il risultato fondamentale, che ora proveremo, è che ciò si ottiene 
semplicemente ponendo : 


À == 1 1 
V | bi boo — 8,1 


che cioè la forma 


(5) Е, = РИБЕ ЯСЬ (x x, X, dx) — T dF, 


4 e... 
y | bia bog — b | 


è apolare alla 


1 @ 
(6) Б, = qq (X Xi ху d?x). 
V | biı Daa — b%el 
Avremo così conseguito insieme il risultato fondamentale di sori- 
vere l'equazione Fg = O delle linee di Darboux in coordinate curvi- 
linee u, v qualsiasi, e in qualunque sistema di coordinate omogenee 
X,y,z,t. A 
Infatti, posto B = by by — 085, Fa = + X brst du, du, du, 
18| 
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соп б simmetrico in r, s, /, si ha: 


3 
Da = (® tu To Cuu) — ON 


һу» = dior = dan = ) y o Tuwo) 


-— 
T 


ЖЯ ЛИД Poe EY а ACER rei 


iS 


t 


ZP 


La 
b: 


ГИ 


luo dier 1 
+ n 8 FE) 


e analoghe per 5,55 , 555. Quindi: 


^ 


9011 
Qu 


ү” 


baa бууу + бу bogi ж 2059 Олот = Dog le Vu Xy Vu) — 


ôb 
+ bıı le Lu Vo йо) м Ed 


1 êb / 1 ob 
EY 2014 le Uy Uy шу) кы E e — zu 


= — (ж Lu Cy Luv) (€ Cu Cuv Cuu) — ( Lui do uu) (V Lu Vov tu) + 
+ (2 Tu Vo Zw) (x Cu ру иш) 


che è identicamente nullo, come si vede р. es. portando con una 
collineazione i punti x, ан, y, vy, nei vertici del tetraedro di ri- 


ferimento (*) In modo simile si prova che anche : 


\ 


(*) Ciò si può anche provare in modo diretto, osservando che, aggiun- 
gendo alla matrice (v wu Suu uv Zw) una riga uguale alla prima, si ottieno 
un determinante nullo. Perciò: 


(Cu Cu (uo Tv) — Lu (8 Wu Шию Luv) + ии (2 Tu Luv Жу) — ww (€ Zu Zuu ov) + 


= 


+ Cu ши Luu Tuv) == 0. 


Analoghe identità si ottengono sostituendo alla x la y, oppure la 2, oppure 
la t. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, 2, 7 
in (ж zu ze X) e sommando si ottiene l’ identità del testo. ; 
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Буу baga + bog biso — 20100120 = 0; 


quindi Fg è apolare ad F,, Dalla stessa definizione (5) e (6) segue: 

Le forme F, , Fg sono impropriamente intrinseche, invarianti per 
collineazioni unimodulari, restano moltiplicate per (^ se sì esegue una 
collineazione di fattore p, e per — 1 se si eseque una collineazione 
a modulo — 1 oppure un cambiamento di variabili ш, v a laco- 
biano negativo, 


Il loro rapporto Fg: F, è perciò intrinseco invariante, ¢ sarà ' 


„detto elemento lineare proiettivo. 


Posto 
(7) Fo =A Ara du, dis; 8 
(8) aii ag — و"‎ = A=— e Y | bir bag — 0 | 
ove e= — agnA = — вп bas — bo) == E 1. 


Assunta la forma (impropriamente) intrinseca F, a forma fon- 
damentale di un calcolo assoluto, valgono le : 


№. == RED (E ay % d*a) = A id (2 vu 2, Nera du, du,) 


ҮА | V\A] 
UR аР, = 2Lan du, è = "ir pt Xu Co Ўз, du, 0*u,) 
dix = У х, Guy - 3 Ў а, Фи, 0*u, + Xo; du, du, du, 


1 : 
Кз == == (t tuto Xx du, du, du,) 


ЙАТ 


Confrontando il precedente valore di dF, con quello ottenuto 
derivando, si trova anche la : 


(9). = Jar (x, 244 du + 51 dv, ton du + ta dv , da) 


Altre espressioni notevoli per Fa, Fg troviamo in В). 


r 
шам. 
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B) Nuovo metodo per definire le P,, Fg. 
ж 
Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti 
uscenti da un punto ж che corrisponde al verso di р: ) crescente 
nel fascio che da x proietta la punteggiata Av, + pv. Esso è im- 
propriamente intrinseco, perchè si inverte se le w, v subiscono una 
trasformazione a Iacobiano negativo. 
Le coordinate ё del piano tangente soddisfano alle: 


(10) Sêu = Stan = Str, = 0, donde segue Sz&, = Sat, = 0 
e sono perciò date dalle: 
(11) == (ж tu vo) 


dove А ё un fattore di proporzionalità, che deve essere positivo se 
si vuole che il verso positivo del fascio (x, €) definito nell’ Introd. 
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche: 


(12) == {МЕ „ф) 
Poniamo : 
(13) Р, = 8420 = La du; du, . 


Sarà per le (10) anche: 


(13) 4, F, = — 84612 = Sad?t 

e quindi : | 

(14) ащ = б = — S6 x, = — Se ж = 82 
E sarà pure 

(14) ui, Qj = (9 xu X, ta) — ЩЕ bu а), 


cosicchè : 
Oi 0 0 Р, 


0 — an —а„ L 
F? = а vu @% 0%) = $ i 
Н pl u Ж х) (6 &, & 4%) Mm 0 — aa — 099 M 


Р, Р Q R 
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ove è inutile esplicitare L, M, P,Q, R, ossia: 


F} — MAP, così che 1 = — AA = ерл | A | ove e = — sgnA 
Dovendo essere A > 0, р. avrà il segno e di — 4; e noi fac- 
ciamo una convenzione intrinseca supponendo A = sp = TIO 


Quindi : 
1 e 
TE e E | 
چ‎ == — sgnA 
(ж au a, dx) = ПА Fa = ef fu fo 4%) 


(15) 


Si noti poi che con queste convenzioni 


(16) А = аа-а = | а„ ж tuu du do жуу) — (X Lu do 21 


, 


Poichó № = 1: | 4|, sarà: 


e= — sgn fæ Lu Vy uu) (V Lu Ly Loy) — 
(16) „, — ( Xu Vy zu | = — sqnA 
1 —— 
у= Var = (а Lu Vy Luu) (V Lu Vo Con) = (X tu Vo Lu)” 


1 La forma F, coincide con la F, precedente; è impropriamente 
intrinseca, invariante per collineaz. unimodulari eco. 

Data la Wy, i fattori di proporzionalità per le coordinate x, $ 
di punto e piano tangente sono determinati a meno di un contempo- 
ranco cambiamento di segno, 

Derivando le (13) e (13) yı, si trova: 


аР, = Std*z + Sdtd*x = — 84@?х — Sdad? = Баха + 824%. 


Studiamo i singoli termini del 2°, 3°, 4° membro. Essi con- 
tengono i differenziali secondi, e, data F, , sono tutti completamente 
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. determinati se si dà ancora (С) 

EX 07 Р, = + suat — dêda), 

"T. wt 

E SET quale espressione dipende solo dai differenviali primi. Infatti 


У Баха? = SD x; & du; dux + S Xo; &, du; du, du, = 
= — Yaj, du; Gur + (Sz; ra) du; du, du, v. 


insieme alla formola analoga per 50122 ; cosicchè: 
(17) st Ta i LS; б, n È Lys) du; du, du, . 


Noi porremo : 
(18) Ез = Уаш du, du, du, 5. 
5 se i 
— .. hon vi è possibilità di equivoco; con аы non val la pena di in- 
ГА”, 


dicare le derivate covarianti della aps, che sono (S 9 C) identica- 
mente nulle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova : 


E. ` (19) + Sex, = — S6, ca = — Si tu = — 5 tp = 
эы T = Sx Ese = Sa, Ж == Sri $ra == — Sdi» 


Л? E. quindi 
Fa be 


» x 9) 2° | Arst = бш 

y in modo completamente conforme all' ultima delle (9). 

3 Si noti che anche Fg è, come Fa, impropriamente intrinseco, 
Î perchè tale è il metodo con cui, date le x, abbiamo fissate lo ё. 
3 D C) Le forme P, , P, nella geometria metrica, 

E 


| Sia t = 1, siano х, у, 2 coordinate cartesiane ortogonali ; siano ` 
m X,Y,Z i coseni direttori della normale. La (16) m dà 
È. vg np x 
E 00 \=|(EG—F®)(DD" — р?) -* 


vun Tel 
2 NT 


" "DP zn ME i А Zy p - 
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co Perciò i 
| FQ = — Мац £y Фа) = — My х, X) (раи? + 2D'dudv + D'dw?) 


v - 


E, se le X sono scelte in guisa che (х, x, X) > 0, sarà: 


EG — Е? 
m) каа 


_ райр ‘dudo + D'dv* 


VET 


Siano é=vX, = УУ, {=vZ, т le coordinate del piano 
tangente. È 


Е, = 5{@?х = У8 Хак = (Ddu? + 2D'dudv +- рф). 
Perciò 


Срам? + 2D'dudv + Р") = 


/ 


98), NM > asa) — Баа = — + м5 Хаа) — 


è CHEM = 5-4 BXO — SAXE, 


Ora le equaz. fondamentali della geometria metrica danno. 
DI SX = + SD die dis (р, =D; Dia =D; Da =D") 


dSXd?x = XD, du, du, du, +4 2XD,, du, ди, ; 
SdXd?a = — XD,, du, 9*u, . 
Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti 


9*u e le derivate Dig covarianti sono state calcolate secondo 1’ ele- 
mento lineare di Gauss; cosicehè, per le equazioni di Codasel, le 


FAN бе Г, formano un sistema simmetrico, Quindi 

ed 3 

SUEDE (24) و‎ (Dy, du, du, du, — -у- ХЮ du, du, dlog|K]) | 
xg PES | 

6 

Ат > { 


at air dei RR e ii a a 
PEU ^ - " + $ y р 
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Che F, sia apolare ad F, si dimostra p. es. osservandò che: 


d DD" — р? 
logK = dog ra уз = (Dii Do2 — 2Da Dia + Dia Doo) + 


+ (in Daa — 2” Dia + Dia Р) 


oppure, più semplicemente, usando coordinate ш, v asintotiche. 
Allora D = D' = 0 ed Р, si riduce, a meno di un fattore, ad 


11 22 RS: | RISE а : 
| 9 2 +] 1 ja», ove i simboli { | sono i simboli di Chri- 
stoffel calcolati per 1 elemento lineare. 

La forma XD,y du, du, du, definisce, uguagliata a zero, le di- 


rezioni comuni alla superficie e ad una delle quadriche osculatrici, 
Tale forma vale 


1 1 
у. 452 
la torsione geodetica. 


ove 


sono la curvatura normale e geodetica, e 


à 
D) Una osservazione. 


La Fg = 0 definisce le linee di Darboux; se addottiamo la 
(17) come definizione di Fg, il fattore di proporzionalità delle & 
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col metodo precisato 
in В). Se scegliamo invece tale fattore in modo arbitrario, la 


7 8(4хй% — аа) 


varia nel sistema lineare 6/3 4 (йи + kdv)F, ; cioó è una delle 
forme ®y-definite in A e definisce la terna di direzioni comuni 
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Perciò il fissare, come 
in B, il fattore di proporzionalità delle £ equivale a scegliere, tra 
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux. 


"УЗАР, 
оч M 


ET PT AT д РЫ 4 ГЕЛ PUN VNPT, ү 
TW 
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8 13. — Prime applicazioni. 


A) Superficie correlative. 


Le (13), (13),,, e (17) del $ 12 dimostrano che non solo le 
collineazioni, ma anche le correlazioni conservano le asintotiche e le 
linee di Darboux, 

Se О, O' sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su 
una superficie correlativa ad О, O' corrispondono due piani tan- 
genti x, т consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su 
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a 
questa coniugata: cioò ($ 11 B) su una linea di Segre. Sia S' corre- 
lativa ad S; allora le coordinate ё di un suo piano tangente si 
possono supporre coincidere con le coordinate x del punto omologo 
di S, cosicchè, per i risultati del $ 12 B, le coordinate а" del punto 
generico di S', varranno гё. Quindi le forme di 5” saranno : 


(1) Fy = Е, Ру = — «Р, 


e le due superficie avranno elementi lineari protettivi uguali e di 
segno opposto, 

Osservo. Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio 
tangente in x ad S corrisponde al verso di р: crescente sulla 
punteggiata Xx, + рь , eioó è il verso positivo nel fascio (x, $) 
perchè ё: (x a ze) > 0. 

Poichè 2: (6 u vy) ha il segno di s, tale verso è il verso po- 
Sitivo del fascio che ha per sostegno la retta (Èu Êv), 0 il verso 
Opposto secondo che s > 0 oppure s < 0, ossia secondo che le asin- 
totiche sono reali о complesse. E ciò è intuitivo. La retta da x ad 
w+ dx è coniugata della retta intersezione dei piani é, + dé, 
е perciò con questa separa armonicamente le asintotiche; le due 
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche 
sono complesse, ossia se s < 0, cioò appunto quando sono concordi 
i versi della punteggiata (tu, жь), del fascio (x, ё) e del fascio di 
piani ($u, v). Ecco il significato geometrico della e! | 


Unam ЫА, as Ln аы qu is a e 
ptor. A . ATE ds à Te 298 rr. Jy. i 
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B) Significato geometrico del fattore di proporzionalità delle £. 


Le superficie S, S' siano due superficie che sì toccano lungo 
una linea Z, che assumiamo su entrambe a linea v = 0: la dire- 
zione coniugata alla direzione di L in un punto qualsiasi di Æ 
sarà la stessa su S, 5; supponiamo che le linee u = cost. siano 
su S, S tangenti per v = 0 а tali direzioni coniugate, Potremo 
dunque supporre che per v = 0 sia: 


=, Ху = We, Tau == Teu, ба, == Xy 
(6 — fattore di proporzionalità). 


Anzi, mutando su una delle 5, S' il parametro v in un altro. 
che si annulli per о = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di v, . 
potremo rendere 6 = + 1, senza così mutare la faccia scelta come 


positiva su 5 ed 5. Sarà ‘allora per v — 0 


= ТАТАТ а —l 14:416 ag — 0, = 0 


ASA = аа 20,1055 , donde à, = (4' : 4) JA: A] Gag, 


Ossia Sez, = (А: А) yl | AAT | 6862, , 
È | көенү „у A' سکن‎ 
ossia sd aaa |a — 14 :А | 2d = 0 
cioò ; 


Хас :4) (14:01), così come zu — Жн, == 0, а, uo 


sono per v — 0 combinazioni lineari di x, zy, zy . 
Confrontando con (3) e (4) del 8 3, B, si trova che il contatto 
delle due superficie è del secondo ordine soltanto se 


(4':4)([4:A]) = 6° — 1, cioó se А = А' 
e quindi : Бо 66: (oon 6 & 4-1). 


\ , \ 
Dunque: Se due superficie S; S' a punti contemporaneamente 
ellittici o iperbolici (così che А, А hanno lo stesso segno) si toc- 
cano lungo una linea L non asintotica, il contatto è del second’ or- 


OA AR. i 


- А . 
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dine soltanto se (tutt'al più a meno del segno) hanno comuni su L 
le coordinate di punto e di piano tangente (normate secondo le con- 
venzioni del $ 12 B). 

Nel caso generale le direzioni asintotiche delle due superficie 
in un punto di L sono date da 


азу du? + а, dv? = 0 e adu? + а, dv? = 0, 
di cui la seconda vale: 


a du? + а (A : A) (J A": A [)de* — 0, x 


ALT 


no) 


ossia 


П 


mha, ди? + аз dv? = 0, ove q= sg —— у h —y|A: A 


Ao 


mentre 6: Е: = bh. 
\ 
Perciò: Se due superficie si toccano lungo una linea L non 


asintolica, e se poniamo = 1 quando esse sono entrambe ad asin- 
totiche reali о complesse, ed uguale a —- 1 quando una è ad asinto- 
tiche reali, l’altra ad asintotiche complesse, allora il birapporto delle 
quattro direzioni asintotiche contate în un certo ordine vale 


1-0% Y 
AT S 


ve h è + t cioè à, a meno del segno, il rapporto delle coordi- 


< 

Le 
pS: 

p or 


"mr Ач di Au 


ki 
ФУ ТЬ 


пбн 


(тС 


„Не? 


nate di piano tangente per S, S in un punto x == x' di L. 

In altre parole la tangente dv? = 0 alla L contata due volte, 
la tangente coniugata du? = 0 pure contata due volte, e le due coppie 
di tangenti, asintotiche ц? : dv? = — agg: a, e du*:dv? = 
= — дуз: haj, appartengono a una stessa involuzione e formano 

‚ ùl birapporto ‘qh. 

Se la linea Zè di Darboux per S, sarà (per v = 0) Stu tuu = 

= Kun c, per la (17) del $ 12.8; quindi sarà: 


(2) j GS(Éu Pure — шн Lu ) = 


СУТИ 


10 Eon Мы 


Ln 


ее) 


Eu 5|м, + On) — tu (М, + 2s & + Oh) = 


е YS , 


Е ali I COST meli dee a ti ONS үтүрүн "NEA CENTS MS ҮҮ SN 
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i = hS(&, tuy — Xu Suu) + ЗА, “11, 


che è nullo soltanto se 5, = 0. Dunque: 

Se due superficie si toccano in una linea L non asintotica, che 
è linea di Darboux di una, essa è anche linea di Darboux per l’altra 
soltanto se i precedenti birapporti sono costanti lungo L (*). In par- 
ticolare, se nei punti di L le due superficie hanno comune una, е 
quindi entrambe le direzioni asintotiche, se L è linea di Darboux 
per una, essa è linea di Darboux anche per Valtra. 

Dimostreremo ben presto che le linee 73 = 0 di una super- 
ficie rigata non sviluppabile sí riducono alle generatrici ed a una 
linea che incontra ogni generatrice generalmente in due punti : 
linea che diremo la linea /lecnodale della rigata (la quale dunque, 
insieme alle generatrici, esaurisce le linee di Darboux della rigata 
stessa). Avremo dunque dal teor, precedente : 

Le linee di Darboux L di una superficie S che non sono anche 
asintotiche sono caratterizzate da ciò che le rigate formate dalle tan- 
genti tirate nei punti di L ad uno dei sistemi di asintotiche di S 
hanno L come linea flecnodale ; se ciò avviene per le asintotiche di 
un sistema, altrettanto avviene per V altro, 

La (2), scritta nell'ipotesi che due superficie si tocchino lungo 
la linea о = 0, diventa nell ipotesi che la linea di contatto sia 
qualunque : 


(3) Е, = xar, + 3) (lungo la linea di contatto). 


Supposta 5 rigata e quindi formata da rette tangenti ad 8 
nei punti di Z, questa linea L sarà fleenodale per 8 se 


dh SF 


(*) А pag. 35 della Mem. (Courbes tracées sur une surface dans l'espace 
affine). (Publications de la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk, 
Brno, 1923, n. 28) Tech ha dimostrato che : 

Se due superficie S ed S' hanno contatto del secondo ordine almeno lungo 
una curva C, che è curva di Segre per S, condizione necessaria e sufficsente 
affinchè C sia curva di Segre anche per S' è che il contatto sia del terzo or- 
dine almeno. 
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Quindi : 

Le tangenti ad una superficie S uscenti dai punti di una linea 
L non asintotica si possono distribuire in co rigate, per cui L è 
Îlecnodale. Consideriamo in ogni punto di L la tangente ad L contata 
due volte, la tangente coniugata pure contata due volte, la coppia delle 
asintotiche di S e la coppia delle asintotiche di una di queste rigate, 
che tutte appartengono ad una stessa involuzione. Il birapporto di 
8 В 
Зз Т, 
il significato geometrico trovato da Cech per l'elemento lineare pro- 
iettivo ! 


queste quattro coppie è determinato dalla Форе = — . Ecco 


Osserv, 1.^ Le considerazioni precedenti non si applicano al 
caso che Ја LZ, assunta a linea v == 0, sia asintotica. Se le u = cost. 
sono anch’esse asintotiche su entrambe le superficie, si potrà sup- 
porre lungo L che z = a^, z, == Lu, Ly = бау + ax, con 6 — +1, 
ecc. ecc. 


Osserv. 2.* Altra interpretazione di Fg : F, si ha (Bompiani) 
studiando l'invariante J di una direzione generica e della terna 
di direzioni Fg = 0 (di Darboux) o della terna coniugata (di Segre). 
Per le forme normali з e Ф, ($ 14 D) si hanno (Bompiani) pure 
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor- 
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie, 
il cui piano osculatore passi per l’asse (efr. seg. Cap.) 

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una metrica 
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad F, sol- 
tanto se la superficie è isotermo-asintotica (B = т) ecc. (Bompiani). 

Più avanti troveremo altre interpretazioni geometriche dovute 
allo stesso Bompiani ed a Wilezynski. 


АНЕ رت‎ ыу ri ] xc Tai 
SORT. i 3 Др, 
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J^ x 

E- $ 14, — Le equazioni differenziali fondamentali 
e la terza forma differenziale. 

EM. | A) Formole fondamentali. 

344 I due piani u, ё, si tagliano in una retta uscente da v, e 

contenente il punto 

Er ; i 

BU (у SPREA fd 

E 9 72 5 rs Urs 


= perchè 


(2) 5 Х.= э X A,, Sii dn = — i Ars ан = 0 


те, 12, f 
veg , 
» 


per le relazioni di apolarità, Invece e 


E it 
A. (3). SEX — 5-54, Аар = a ХА» dp, = 1, 


E. - — eosiecho il punto X è distinto dal punto 2, ed insieme ad z indi- 
— idua la retta (u v). Derivando (3) e ricordando (2) si trae: 


B Dualniente, posto | 

SS goa 1 

“To (5) E=-4gé= NA ra Gra è 

: M 2 3 

Ex. n 

E st ha 

E- (6) 528 =1, Sr =0, 828; = 0. 

e i 

x La (3) dimostra che i punti z, tu, z,, X sono linearmente 


226 ° indipendenti; e perciò quattro quantità qualunque, p. es, zy, (ed 
ve Yrs з Zra ев) Si possono esprimere come loro combinazione lineare; 
Ге potremo cioè scrivere: - 


Fa ж» = Atu + piro + УХ + рх (con le analoghe per y, 2, i), 


" M з үлү... R А Е 
Eo Кы CES TURNIER TN СА cosi 
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donde : E 
yy = Sirs = у — ані = 5 ty = — Ma — Pain zz E 
che permettono di determinare )., p. Si ha così in conclusione: y 
e 
(D па = Dar Apo tq + ars X + prati E 
p.d Ж. 
i m. 
In modo simile si provano le: Sa 
Ш) ' мыз" Ўанр Ар & + ан. + Trs È k: 
p In quanto alle Prs, Tr possiamo soltanto affermare: ` B 
ЖЕ à n ` М vE 
A Come le forme Ё, , Fg, cosi anche le forme : 
TUM Р = Xp, du, du, TI = Ya du, du, ET. 
TB Ы j ^3 
24 ; eu 
^ non mutano nè per collineazioni unimodulari, nè per cambiamento di 
Yh parametri u, v а Iacobiano positivo. Anche esse sono apolari alla $ 
È Fy. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolarità tra E 
Р, ed Fg: : , 
2X = xw PA Cra = XA, Yan, Ap; Cg + Ars x EE Prs | = 1 
A ; \ E. 
i d 44 | = 2X + LAr Prs ra 
donde segue appunto XA, Prs = 0. Le direzioni per cui P = 0 е к; 
| le direzioni per cui Il — 0 formano pertanto due coppie di direzioni sù 
x coniugate, А ; Mi 
B) La forma P— Il, ^ 
Poniamo: |, en 
(7) "Qua SXE, È 
riservandoci di calcolarlo altrove. Dalle (I) e (II) si deduce: E 
(8) Strana = В (Earp Apo Pon X E раа) = O М 


TT 


1 


4 Me My 


NETS TTE MEE Mer OE Pn 


WS 


у 


80 CAPITOLO SECONDO [8 14, B] 


= Ў азу Ang акы + Prs Ank 4 аһ SX(— Ха Ар, + aj E + т) 
P,2 А 


= Ў Ятар Арм адһ + Pro Ank 4 Grs Trk + Ars а 
?,7 
donde : 


(9) (ба. — Ers әм) = ам (Pro — Trs) A- аһ (Tnk — рм). 


Ora, derivando covariantemente le а = — SÉ tij, ауы = 
= — 5 хь, Sİ deduce: 


(10) —аць = 8 уь» + S6, 2115 — 61131 == Sê Vigi + SÉ жуу. 
Ora à: S6; 21$ = 86, 2,31. 4 
Infatti per le (28) del § 9 (EJ): 

SEa — 21) = DE (12, pl)Ay ty = 
= — X(12, pl)a Ay, — (12, 11) = 0. 
E perciò, sottraendo le (10) si avrà per (9) 

(11) viui "nat St ti Sh Cio = 

= 421» — Pio) — “(T11 — Ри), 
insieme all’ analoga 
(11) vin ^ аш» — оаа = ور )وو‎ — рь) — @ (Тв — Poo) 
e alla relazione di coniugio 
(11) ur афту — Ри) — 2a (Tig — Pio) + (оз — Ры) = 0. 


Poichè, derivando covariantemente la relazione di coniugio 


D Ars drst = 0 si trova: 
r,s 


(12) I Аары = 0, (per ogni sistema di valori di i, j) 
»q 


A SEP TN TET 


[8 14, 0] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 81 
si avrà dalle precedenti anche: 
(11) quater dog ($11 — P11) — (пэр — Р) = 2(t1199 — 02211) 


Tutte queste equazioni bastano a determinare P — П, quando 
sieno date F, , F4. 
Ma si può presentare il calcolo nel modo seguente. La forma: 


m (Pr — 71)du + (Pio — Ta) — a4, du + ag dv 


VIA]. | (Pia — ту) + (pag — тә) 0 adu +- agg dv 
apolare alla F, ed alla P — П vale per le (11) 
ER У (аре — аә)ди du, 
ПД в.е pi21 ‘pa 12) Up (Ug 
Quindi, per i risultati del $ 9 F, la forma P — П, che è apolare 
a quest’ultima forma ed alla Fa vale: 


Pella 1. (04119 7 Aira dt -H (84919 7 9189100 41104 -]- 41510 
A (алла = a9100“ + (dosia = C421) Aadu -- азо 
a dine — anga Әр — dv? 
"A | 2118 — n Qj — dudv 

азу — (agp; Cog dw? 

Invece delle forme P e П basterà dunque, date le Fs, F4, dare 
la forma 
(14) 9 = У(рь EE па), du کے‎ Drs du, diis 

OVO dra = Pre + Tra 


C) Altre equazioni fondamentali. 


Derivando le (1), (ID) si trovano delle equazioni : 
(Ш) i Xi = li x + Ут Ang qj. 
р, 


Fumni ө коп, Lezioni di Geometria proiettivo-difforenziale, 6 


can | 
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(IV) E; = MEA У pip Ap & 
р,9 


ove Г, A, т, р. sono completamente determinate dalle forme Fa, 
F, P, Il, ossia dalle tre forme Fa, Рз, Q. 
Rinviando ad altro luogo lo scriverne completamente i valori, 
qui osserviamo soltanto : 
a) Da (III) e (IV) segue: у 


as 


(15) lj -H X = SX, E + 8ХЕ, = ^ 8ХЕ = Q, 
- ‹ 


f) Da (II) e da (III) si trae: 
SXt, = Qaa -- T4; SX, = — Em, Agg la = — ma. 
Poichè, derivando SXé, = 0, si trae SX,É, -|- SXé, = 0, n 
(16) ma = ra + Lay, е similmente pm = pa + Lay 


In conclusione : 


Em, du, du, = П ЕЕ ӘР, М Yu du, d», = Р. + ОР, 
Xl, | Kidu = dQ. 


Notiamo una proprietà del piano E. Facciamo descrivere al punto z una linea 
L di S; e per ogni sua posizione consideriamo un punto 2° = X + rx della 
retta intersezione dei piani &, e E», ove r è una funzione delle ш, о, Quando 
mai la tangente alla linea J’ descritta da z' incontra la tangente coniugata 
della tangente di L? Cioè quando mai i punti z' e dz’ giacciono in un piano 
del fascio Е + ЧЕ? Il punto z' —(rz + X) giace por le (2) sul piano d£ ; dovre- 
mo dunque esprimere che anche dz' sta in questo piano cioè che 


0 = Sda'd& = S (adr +- тах + 4Х)а = — (r + 9), — II 


la quale equazione dà, per ogni valore di r, due direzioni corrispondenti per 
la linea L di S, Queste due direzioni sono coniugate soltanto во r= — 9, 
cioò z' == X — Ох, Quest’ ultimo punto insieme ai pnnti % , zy , z, determina 
appunto il piano Е. Ecco così definito geometricamente questo piano; dualmente 
si può definire geometricamente il punto X trai punti della retta intersezione 
dei piani Eu, €». Su questa retta sono perciò caratterizzati per via proiettiva 
i punti ж, X e il precedente punto z'— X — 2; ogni altro suo punto si 
potrà caratterizzare mediante il birapporto che forma coi precedenti. 


PASEET 
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D) Il teorema fondamentale. 

Le equazioni I, II, Ш, IV sono per la geometria proiettiva 
l'analogo delle equazioni fondamentali 3, 4 (5 10, B) della Geom. 
metrica, e permettono, date le forme Fg, F4, Q di risalire alla su- 
perficie, che ne resta determinata a meno di una collineazione. Le 
loro condizioni d' integrabilità sono l'analogo nel caso attuale delle 
equazioni di Codazzi. 


5 15, — Varii sistemi di coordinate 2, $. 
A) Un primo sistema di coordinate. 


Noi potremmo scegliere a coordinate х, y, 2, ! di punto e 
È, 5,6, * di piano (che finora sono sempre determinate a meno 
di un fattore comune) coordinate tali che А = a, x agg — аъ = + 1. 
Una tale ipotesi non è di carattere intrinseco, neanche se sulla 
superficie sono prefissate le linee coordinate ш, v. Noi non ce ne 
serviremo mai, per quanto, se w, v sono le asintotiche, tali coor- 
dinate sieno quelle di cui fa uso la seuola di Wilezynski. 


B) Coordinate non omogenee. 


Potremmo usare o per i punti o per i piani coordinate non 
omogenee, ponendo p. ев. ¿= 1, oppure т = 1. Questo metodo 
tratta però il piano t= 0, o il punto r = 0 in modo affatto par- 
ticolare (con locuzione metrica, considera il piano 4 = 0 come 
piano all'infinito, il punto т = 0 come origine) ed è perciò da 
usare soltanto se nel problema che si studia vi è un piano od un 
punto in posizione affatto speciale. Se ¿= 1, dalle I si trae che 
Pn. = 0; se t=1, è invece z,, = 0. Viceversa, se le Pm sono 
nulle, esiste una combinazione lineare delle x, y, z, t a coefficienti 


costanti, che è essa stessa una costante; un risultato duale vale 
se Tr 3 0. 
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meet 
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* 
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Lal se 
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TOTI, FATA È 
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n 


C ) Superficie rigate. 


Per fare una scelta di coordinate intrinseca, di carattere proiet- 
tivo, e dipendente soltanto dalla superficie considerata dobbiamo co- 
minciare dallo scrivere i discriminanti delle F, , Fy. 

А = ay dy — is; 
R = Fai dn | бау Cass Arzo Ago — йү dio — 
(1) — ац Giro — 40999 Us 
= 4(019 Aege — Uso) (Gin dios — 213) — 


— (ti doro — апо ten". 
L'identità ХА, а,, == 2, insieme alle relazioni di apolarità 
X А (rst asy 0 


danno, risolute rispetto alle А,, : 


Pe das _ 2(@з ds — 0ш). яса 


А AT 
(2) 


ISE 2(d, d — айз) 


A А?І 


ПЕТ pal) БОК 


— A, = Su RS — Qus Pen 
Viri MUTO IES 
ove e posto: 
йүү li Әә 
(3) I= FE Anno Ceo Aaga 3 


almeno se 7 + 0. Se ne deduce che: 
(4) R= A* F(A As — AM) = DA. 


almeno se Z+0, formola che, per continuità, deve valere anche 
se / == 0, come si può del resto dimostrare direttamente cosi, Se 


. I= 0, la terza riga del determinante che figura in (3) non può 


= 


ra 


"AV X 
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essere combinazione lineare delle precedenti, perchè dalle relazioni 
di apolarità seguirebbe l’assurdo 2 = X4,,a, = 0. Dunque le 
prime due righe di tale determinante formano, se I = 0, una ma- 
trice nulla; ed esistono quindi due costanti ¢, , c, tali che: 


арц: hs © gn 2 Agog == бү: C] с}: CR: б. 


Quindi: Se I = 0, la F4 è un cubo perfetto; perciò К = 0, 
€ la (4) vale, anche se Tas = 0. Viceversa da (4) si trae che, se Bra ubi 
anche I = 0 ed В, è un cubo perfetto. 

Le relazioni di apolarità dicono che allora il fattore lineare, 
di cui Fg è il cubo, è anche fattore di F,; viceversa, se Fg, Fa 
hanno un fattore lineare comune, la Fg è proporzionale al suo cubo, 

Le linee di S che annullano tale fattore lineare sono perciò 
asintotiche, per cui è nullo S(dad*È — déd2x), ove È, che è il piano 
tangente ad 5, è il piano osculatore di tale linea. Ora, prendendo 
i differenziali lungo tale linea, è 


Su = Séda = 5@% = 0 e perciò — Sdéd?x = Séd3x 
Зай = Sdad = Sad? == 0 e perciò Sdad’ = — Sdtd*a = Sêda. 


Per le nostre linee avviene dunque che è identicamente 
Уаз = 0, cioè che ogni piano ё ad esse osculatore è anche iper- 
oseulatore, Dunque le nostre linee sono piane, ed, essendo asin- 
totiche di $, sono anche rette, E viceversa, Dunque : 

Le superficie rigate sono caratterizzate dall una о dall’ altra 
delle relazioni equivalenti : о) R= 0; B)I=0; y) Fg è un cubo 
perfetto ; д) Е, ed Е, hanno un fattore lineare comune (che, ugua- 
gliato a zero, definisce le generatrici), 

Ne segue anche : 

Se Tg è identicamente nullo, tutte le asintotiche sono rette, e la 
superficie, essendo doppiamente rigata, è una quadrica. 


D) Coordinate normali. 


Escludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove. 

Osserviamo che, moltiplicando Fa ed / per uno stesso fattore 
б, l’invariante assoluto I del sistema di queste forme resta moltipli- 
cato per 6, Noi dunque facciamo una ipotesi intrinseca imponendo 


J 


86 CAPITOLO SECONDO [8 15, D] 


alla Z di valore — 1. Chè, se fosse Z = № > 0, basterebbe molti- 
plicare le z e le & per |; e, se fosse I= — Ё < 0, basterebbe 
in più, cambiare la faccia scelta come faccia positiva di А. Con 
questo metodo alle forme F,, Ез sono sostituite due forme Qa, ts 
proporzionali completamente determinate in modo intrinseco invariante ; 
e le corrispondenti coordinate x , di punto e piano tangente sono 
completamente determinate a meno di una collineazione unimodulare 
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporaneo 
cambiamento di segno. Di più resta intrinsecamente determinata in 
modo invariante una orientazione positiva della superficie. 

Queste coordinate x, È, queste forme ts, Yg € le corrispondenti 
P, Il, Q, e questa orientazione si diranno coordinate, forme, ed. orien- 
tazione normali, | 


Poichè, date le coordinate omogenee arbitrarie x, occorre una . 


radice quarta per determinare Fa, Fg, e la determinazione poi 
degli enti normali richiede ancora una radice quadrata, la deter- 
minazione degli enti normali, date le z, richiede l'estrazione di 
una radice ottava. Date le «, per passare alle coordinate normali, 
bisogna calcolare Fa, Fg, cioè bisogna ricorrere alle derivate terze, 

Ogni sistema di coordinate omogenee che sia determinato dalla 
sola superficie in modo intrinseco invariante a meno di una colli- 
пеаг. a coefficienti costanti, e che richieda per la sua determinazione 
Ф partire da un qualsiasi sistema di coordinate omogenee soltanto 
derivazioni di ordine non superiore al terzo coincide, a meno di un 
fattore numerico inessenziale, con le coordinate normali. 

Infatti, se x sono le coordinate normali, ed 2 è un altro 
sistema di coordinate che gode delle proprietà precedenti, allora il 
rapporto z': x sarebbe una quantità intrinseca invariante che di- 
pende dalle derivate di coordinate omogenee generiche di ordine 
non superiore al terzo. Ciò che è assurdo, perché la (9) del $ 11 
prova che con una proiettività (precisamente con una omologia) 
ogni superficie si può nell’intorno di un suo punto generico tras- 
formare in una superficie collineare (e perciò ad essa uguale dal 
nostro punto di vista) definita da un’ equazione. 


a= у (005) +... (ove t= 1). (5) 


(*) Basterà nella formola citata cambiare i punti unità degli assi coordinati, 
cioò moltiplicare ciascuna delle æ, y, 2 per una opportuna costante. 
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Perciò : 

Il modo pià semplice (che ricorre cioó a derivate di ordine 
minimo) di definire un sistema di coordinate omogenee in modo in- 
trinseco invariante, è quello di ricorrere alle derivate normali. 


E) Rette normali. 


In. coordinate normali œ il punto X = qs e la retta 


(ж, X) restano determinate in modo intrinseco invariante. Dalle I, 
II, confrontate con le equazioni fondamentali della geom. metrica 
sorge spontanea l’idea di dare a tale retta il nome di normale 
protettiva (о di prima normale), e alla retta ($ , E) il nome di seconda 
normale, 

Come vedremo, l’ultimo teorema dato in D) equivale al se- 
guente : 

Il modo più semplice di estendere al campo proiettivo la nozione 
di retta normale in" modo che le sviluppabili di queste formino un 
sistema coniugato (che sarà il sistema delle linee di curvatura proiel- 
tive) è quello sopra definito, che quindi appare come l’unico possibile. 

Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini, 
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non ne 
pose però in luce il carattere di necessità, se si vuole la definizione 
più semplice possibile. Il Green cercò semplicemente in un certo 
fascio di rette una retta che descrivesse una, congruenza, le cui 
sviluppabili determinassero su 5 un sistema coniugato. 


F ) Metrica normale. 


Usando coordinate normali, un -punto а” dello spazio in un 
intorno di un pezzo di S avrà per coordinate 2 = x +-wX, ove 


x è quel punto di S, da cui esce una normale passante per z^, e . 


ш è un parametro. Le u, v, w si possono considerare come coor- 
dinate di un punto dello spazio in un intorno di 5; e, se noi 
assumiamo come elemento lineare 


(5) ds? = وہ‎ + du?, 


(x^ 
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avremo definito in tale intorno una geometria metrica determinata 
dalla superficie S in modo intrinseco invariante. In questa geom. 
metrica la nostra normale proiettiva incontra proprio ortogonalmente 
la superficie S; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica, 
torsione ecc., diventano altrettanti invarianti proiettivi della 5 е 
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla 5 resta 
definita una geometria metrica (ds? = ф„), per cui le asintotiche 
sono le linee di lunghezza mulla, e di cui daremo piü avanti un'in- 
terpretazione geometrica. Così le espressioni x 


(6) VIA] (duy — dvd?u) : Vos 
(7) d ТА | (duv — dvd?u) | : @ == ЙА] (du23v — dv2*u) : gi 


sono per una linea di S degli invarianti proiettivi : la prima (cur- 
vatura geodetica nella nostra metrica) si potrebbe chiamare la cur- 
valura, asintolica, 

Si possono anche estendere le nozioni di fórsione, e di torsione 


geodetica, 
Così U espressione 
1 ^ 2 3 3 
м TO (kK, dx, dx, dx): Ф, 
Р 


calcolata in coordinate normali, è un invariante nullo soltanto per 
le sezioni piane, che perciò si può chiamare torsione proiettiva. 
Tenendo conto delle equazioni fondamentali (1) e (II), questa 
espressione si può calcolare facilmente; rinviandone l’esame al $ 
seguente, osserviamo soltanto che, se 2%, = 2%, = 0, allora essa 


si riduce a + = + , dove P, è una forma differenziale di sesto 
9 ° 


grado e del primo ordine, La torsione proiettiva di una linea a curva- 


tura asintotica nulla si riduce perciò precisamente ad эы e, poichè 
9 

+ ha uguali valori per due linee tra loro tangenti, esso, calco- 
lato per una linea qualsiasi L di S in un punto A, vale la torsione 


protettiva di quella linea tangente in A ad L che ha la curvatura 


ү ч 


Г 
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asintotica nulla. Perciò alle linee di curvatura asintotica nulla pos- 


siamo dare il nome di geodetiche proiettive, e alla frazione 2 quello 
9 


I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 


di torsione geodetica proiettiva. 


Ritroveremo più avanti queste quantità da un altro punto di 


vista. 


8 16. — Il caso di linee coordinate asintotiche. 


A) Le forme F, , Fg, РЭП 


Se le u, v sono asintotiche, supposte reali, ё: 


(1) 


0— ау — а = (a Xu Vy Duu) = (2 qu Üy у) = 


= ($ 6 Gy Gu u) = (È Cu So 6v v) 
(x Vu Vy uv) = G s бую). Lc оа?» , Ove 
(0 ы sgn(a Cu Vy Vu ») = sgn(& Би NR v) = sgnaüio 


s = — sgn A = sgnal — 1 


Porremo sovente : 


(2) 


же дд "e 
|а» |= € : a = üg 


Essendo Fg apolare ad F}, sarà: 


‚ (8) 


Se а = By, le coordinate sono normali (e la superficie non è 


rigata). 


Py = dy9(fdu® + (dv?) = a(gdu? A- 403). 


T 
Co hoe O NT ni 


Y ү КДА $ ^s 

desi > f з "Tw аі " Vot Ir 
мА fari , À i б - 4 Ame 
ا ب‎ р Е. о (уу و‎ Меен АУ л 


POSTARE PERSI vato. р 
са . apt. че xe 
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к Se В = y = 0, allora F4 = 0, e la superficie è una quadrica ; 

N se f=0, le v = cost. sono rette; se | == 0, le u = cost. sono rette. 

E Questi teoremi, conseguenza dei precedenti risultati generali, rice- 

— A хегаппо conferma anche dalle seguenti deduzioni. Le equazioni 

n fondamentali (I) e (ID, e i risultati relativi a P — II danno ora: | 
Rs: I). . 8, — Bro H Put, Tog — (21 рт, 
Lo ossia : | 
E. і І bis) Que D, tu + fa, + Pit Con = ү, + 0, v, + Pag V | 
A insieme alle : . | 
E- nm б — Bio таб б = — таб Kat 
Boi: c 
E i II pia) Sun = 0, Su — [& + 7115 Evu — Т, + 9, & + таќ | 

Ук, 1 
5 o M) Pu 933 00 ти Р Ro Bie ть — Pog = Yu A 10, 3V : 
S Posto poi: 3 
E 4 (5) qı = Pu Tn da =0 @ = Par F Tas f; 
7 

ko д: : 
SI OE ЗЕ Put (Be + 00) = ry (+ 80.) 
p o 1 1 DAR E 
m uy da = Pad "a^ (iu H Ou) = т — -y (fu H 1004). { 
E Le Qu, әз 80%0 auto-duali. 

4 / 
XE 2 B) Flecnodi. 
us У 
VE Nei punti soddisfacenti alla y= 0 la (1) „ы, dimostra che x, 


“# ‘ty, Vuy Sono collineari cioè che nei punti per cui = 0 le asin- 
lotiche u = cost. hanno un flesso. 


TM ТИТЛ УЧ 
иа, 
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N \ > À Wr 
d Proveremo che in tale punto la retta tangente all’ asintotica 
$ u = cost, ha un contatto quadripunto con la superficie. Tcoremi E. 
analoghi valgono. per i punti soddisfacenti alla B=0. È 

Per provarlo assumiamo # = 1 ed a coordinate v, y, z quelle m 

determinate dai seguenti valori iniziali : Я 
и I ESOT SS 0 pe: 

4 

yy yay 730, e 1 М 

` 

è rta De SM : 

/ , 3 

Sviluppando con la formola di Taylor, troviamo per le (1) nu, 3 

scrivendo i soli termini che ci interessano, indicando con ш = v = 0 y: 

il punto considerato, e con 0, , f, Y, ecc. i valori di 0,, В, ү ecc. ЭЙ 

in questo punto : 
4 / (d , 
: 1 1 
: а == м тс (0 +10) + -с— Qs H 189) + E. 
: 1 È) 
a i y=0v+ (Pa +0, 92) +... A 
(7) i 

1 х. 

g — wv -|- T (Ви? -+ 30, uv -|- 80, uv* -- v9) + e 

+4 (++. i 

IR : f 

3 cioò (scrivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto E 
д quello in у*): : 
Е | 1 3 3 1: 9 4 3 
(8) z= ty — -y (02 4- 10") Tag (219 — т»)у ts к 

P Si riconosce appunto che, soltanto ove '( — 0, la tangente asin- \ 
totica z == х = 0 ha un contatto almeno quadripunto con la superficie, М 

Se è identicamente y == 0, le asintotiche u = cost, hanno in - : 

| ogni punto un flesso, e quindi sono rette come già sapevamo. La È 
А: f 


Par 
T: 


» 
4 


4 
- 


AA 


- 


SIM 


^ 


"NT =. А. м. 
АРУ УЛА, T 


m 


#9 ££ 
Dp 


È 
Ў, 


ipn, йа i E en РАО ЛОТАРА a, T 


d RT ВРУ РОС e rt 5 


92 А ' — ©APITOLO SECONDO [8 16, €] 


superficie risulta rigata, e le sue linee di Darboux si riducono alle 
generatrici u = cost., e alle linee soddisfacenti alle f — O. 

Ora per una superficie non rigata i punti, in cui B= 0 op- 
pure т = 0 diconsi flecnodi; per una superficie rigata, in cui sia 
identicamente p. es. @ = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano y. 
Ivi la tangente all’ asintotica curva ha un contatto quadripunto con 
la superficie, cioè incontra quattro generatrici infinitamente vicine. 
Poichè quattro rette hanno generalmente due direttrici, segue che 
su ogni generatrice v = cost. vi sono generalmente due flecnodi, ossia 
che eon opportuna scelta del parametro и, la y è un polinomio di 
secondo grado in u; ciò che, come vedremo, si deduce facilmente 
anche dalle condizioni d'integrabilità delle (I),,. Il luogo dei flec- 
nodi dicesi linea flecnodale. Su una rigata le linee di Darboua si 
riducono alle generatrici e alla linea flecnodale. 


Dallo sviluppo (8) si trae un'altra conseguenza : La tangente 
asintotica 2 == х = 0 ha un contatto pentapunto con la superficie 
nei punti ove т = '(y = 0, cioè nei punti ove la linea flecnodale ч = 0 
o ha un punto doppio oppure è tangente a una asintotica u = cost. 

Nel caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos- 
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cioè quando la 
retta (x, x), che è tangente all’asintotica u = cost., incontra 


: : 1 
una generatrice, cioè una retta (e + x, dv H4- > Hgo W +...) 


Vu | tu dv + x tuy, dv? -|- sn) 


L’ equazione in dv che si trova ammette dv = 0 come radice 
quadrupla ве y = 0, come radice quintupla se f = y = 0. 


C) Osservazioni varie. 


È facile calcolare 


Luv Suv 
Gia 


(9). Q—SXE-—S 


Osserviamo innanzi tutto le identità : 


Г. i РУЦИ ДР SEQUI i Ыз; 


| 3 à i < Ане А: E 
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0 = а = Su, 86, vu = Baton 

0 = ag, — 80, 86, Vy = Sat, v 

ag=t d = Ste =— Bb, کے‎ St, б, = ate 
ау = Bay == — Stu Vya = — S, Cun = бш, DW 


йо» = وا‎ = — Sy; tuy s Sa, vv 


, (10) аца = 0 Sn, bup = S6, aus کے‎ — S, ر‎ — 


е 18 


OE) 
= 86, Lun am = Ngy uut 


dg; 700 5 St ВЕ, : duo 


= Sito — да 


1 да 
еы; Stu fm + dv 


Quindi: 
sora д 
= range 


15 д 
TUS Seu a (8.6, me fS. + fat) = 


= — E о. Sz, & — Eu „| = А (Ou. + 8/0 
[D Me 


cioò 
(ум. авла E lot 
die а 


La Q vale pertanto il rapporto (BY: аз in coordinate asintoti- 
che) della forma. normale Ф. alla Fy, diminuito della curvatura di 
TH, : così enunciato, il “teor, permette di calcolare 9 in coordinate 


u, v qualsiasi. 


cdi 


< ЖИЛ PIANTI IE SRI Т0 
na DI уй ү y 
SENETI NI 
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Le linee di Darboux hanno per equazione Ваиз + tdv? = 0, 
quelle di Segre fdu? — dv? = 0. Chiamiamo isotermo-asintotiche 
le superficie per cui 

$logg:' 
(11) ecu 0, 


Per esse si potranno soper d i parametri delle и, о in guisa 
che B= ү. : 


D) Condizioni di integrabilità. 


Diamo una prima forma delle condizioni d'integrabilità, che 


studieremo più tardi in modo più completo. Esprimendo che i va- 
lori di z,,,, tratti da (I) derivando coincidono, si trovano le con- 
dizioni 


д д 
Ta +2 58! RE e, 
д 
‚ | Bra SI e n (9) + Ou Ou = тё, + 281, H 0s 
um д д д? 
TL PN M 


Sh 


д д 
=, pu T E^ + NER G miina or 


che ,si possono presentare in forma più semplice. Ad una trasfor-, 
mazione moltiplicativa di coordinate x == px’ corrispondono le f = p’, 
=", а = p*a',,. Ponendo in (I) х = pz' con р? = ag : a'io, 
si trova facilmente che : 


ji 


( qu $ 
0. — du — BO, — 2py = Ө, — 5-04 — BO. — 2py 


e l'analoga in pj. Sottraendo dunque 6, dai due membri, si trova 


PRE CUN U. Fo OPE, PST ALE 
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. che: le quantità 


L = 0w— -у-% — B. — 8, — pa = S — 9-0 H 
ni | 
+, + В,— 2 = le 5 0 — qu 
(13) 


1 i A 
М = 0, — 8 — 10, =} lu 2Pga = 0 — y 0 $ 


1 
H 30, + Tu — 2234 = 0 — 73-05 — (29 


non mutano neanche per una trasformazione 2 = рх, cioò non mu- 


tano per una qualsiasi collineazione. E le (12) si riducono alle: 
(14) L, эк e (39, + "Bu) , M, ي‎ m (276, + Rr 
(15) BM, + 2MD, + Bovo = Lu + 2Du + Vus 


Infatti le (14) equivalgono le prime due delle (12); l’ultima 


di queste, quando alle Spa 3 s si sostituiscono i valori tratti 


dalle altre due, diventa : 


1 х 
Pi: Dea + 4р Bo — В. — YOu Oun — 28,0, — Вб + 


+ Вт — Tu On + 9,81. + 20,18, = 


L= E jns + Api "a — {али BO, 00 = 2a Оа — Ok + 


“Р "Puo Ear B. 9; + 0, "Bu + 20, Bu 


a cui si riduce anche la (15) in virtù di (13). 

In coordinate non omogenee (t == 1) l’ultima delle (12) è una 
identità, perchè руу = psg = 0. Non lo è invece la (15) che si può 
in tal caso considerare come la condizione d’ integrabilità delle (13) 
pensate come equazioni nella б, 


\ 


" "X "X 
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La forma Ldu? + Mdv? è invariante per collineazioni (e reci- 
procità), ma non è intrinseca, come si riconosce studiando su 0 
l’effetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel- 
P ipotesi semplificatrice che t= 1 e quindi ру, = psg = 0. Ma è 


facile riconoscere pure che, posto 


8 
(16) +e? = By oppure E oppure V8 oppure yg*r,... 
zu p 1 pp PI 


` 7 LS 
(17) te? = fr oppure E oppure үт oppure Jgr,... 


(в p. es. В = 0, ponendo ¢ = — 100 ||, #= 00111) 


allora la forma: 


1 1 
(18) (z — Puu + T et + (u — doo + TE ve 


б intrinseca, pure essendo ancora invariante per collineazioni a mo- 
dulo qualsiasi; essa si рид perciò talvolta con vantaggio sostituire 
alla P (o II, oppure Q), che è invariante solo per collineazioni 
unimodulari, 

Da tutto questo si possono anche dedurre le condizioni d in- 
tegrabilità in coordinate u, v qualsiasi, che furono date in forma 
concisa per la prima volta dal Fubini nelle sue Note: Fondamenti 
della geometria proiettivo-differenziale di una superficie. (Rend. della 
R. Ассай. dei Lincei vol. 27,, 1918). Non lé seriveremo qui, per- 
chè più tardi le daremo sotto un’altra forma, dovuta al Cech. 


E) Calcolo di (x dz d°x d?z). Il cono di Segre. 


Supporremo le x coordinate omogenee qualsiasi. E, se и = u, 
e v = u, Sono asintotiche : 


аа = Na, 0*u, + (б, + рі vdu? + 2v, dudv -|- (ха, 4 Pos ®)dv® 


- 349 а 
ES 


> 
е 
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dix = Dedu + 8 ал, + рузй) + 2, (duv + дьё®иу + 


+ (тх, + Post) dvd®v | + 


+ 2,3 du? + (жуу + 22,94)du?dv + (аз + 2:555)dudv? +- tagdu? 
Ora 


д2 
ац = 2p — 26,2, = py Cu + (Bu — 280,)v. + Bx. + ... 


o 9€ : 
жүз + 2010, = З 2m + 20,, 2, = (BBY + Zue) tu + 9741 х, +... 


e analoghe dove sono trascurati i termini in x, e dove, si ricordi 
f, + Pu + 80, == т. 


Quindi, posto 
А = du + SqdvO*v 4 pudu? + (BBY -+ 20, )du*dv 
+ Зло, dudo? A- (у, — 240,)dv? , 
B = 8% + ЗВаид?и + pad + (38у + 20, dude? 
+ 825, dodu? + (Bu — 250,)du* , 
О = 3(dud®v + dou) + Ваи? -|- чао? , 


sarà : 
du dv 0 
(одела) ا‎ ца гыра Did 
, A B 9 


(duv — dvò?u) + 3(Bdu?à*u — "dv*5*v) + 
= — 2dudv + (Bu — 280,) и — (т, — 2:0, )dv* 
+ (Зли — pij)dodu? + (рь, — 3755)dudv? 


^ 


ci Т + йоди) + Ваи? + “| С - дод?и -- Ваиз — *dv?|. 


Fumni o Cron, Lexioni di Geometria proîettivo-difforenziale. 7 


D ту 
Блу v^ K 


NOR GM We ni ГУ ani) Pa PON IR ТРО 
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Se Fg è il covariante cubico a(fdu? — (dv?) di Fg e G è la | 


espressione intrinseca a(duó*o — dudu) , avremo: 
G = a(dudv — dv2*u) аб = a(dud?v — dv69u) 
(чое la curvatura geodetica rispetto all’ elemento P, è G:F, j 3 
| 
{ 


аР, = 2а(4й$®ъ + доди) 


dFy =Ba(Bdu*d%u-dv®d%v) 4-а du* -+ ,44,5du?dv-a559 dudv?- 1999940 
= Sa(fidu*0*u — 1dv°d%v) + ES — 30, ap u + 


ч Pn dudu — PED dud? — 


alar) as 4 
Ө "t 30,0 ; 


-"-———— 


Essendo (2 tu v, Vu) = а, ne deduciamo : 


(x de Фа dx) = — Р, lua + dFy -- Fy(1, du? — Toa we 
(19) È E 
FE (+ аР, + ғ) (c d3 i) i | 


Si noti che my du? — z,4d»* si serive subito anche in coordi- 
nate curvilinee qualsiasi; essa è la forma quadratica apolare ad 
Р, e alla forma Xz,,du,du,, covariante al loro sistema, 

Cosicchà la (19) permette di calcolare (x dx d*x d?x) in coordi- 
nale qualsiasi, Uguagliando a zero, si trova lequazione delle se- 
zioni piane, Ne segue facilmente (cfr. la Nota di Е, citata più 
avanti) che l'equazione delle sezioni piane è determinata dalle nostre 
forme e viceversa; cosicchè due superficie poste im una corrispon- 
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, sono collineari (ciò 
che è evidente per superficie algebriche e che per superficie qual- 
siasi ві può dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli 
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 vol, 49 pag. 786). 

Cambiando di segno 8, у si trova l’ equazione delle curve di 
contatto della nostra superficie con un cono ($ dé 0° d%) = 0, | 


sil Ме 
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L’ equazione : 
(20) (ж da dà: d?a) = (Е dé 4% d3) (*) 


non contiene i differenziali terzi e si riduce alla : 


LE [pans pet. (т — Pudu? — (Tos — py)dv* | | + 
+ 29Р, + 3FydF, = 0 


che dev'essere indipendente da «, perchè, moltiplicando le x e 
quindi anche le § per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente 
a sè stessa, Sviluppando la formola precedente si trova infatti che 
(20) si può scrivere quando si consideri и come funzione della v 


Л 00 '_LUu\. 
e si ponga u = 7: и = А): 


2 so " To D “ , 
Gu, 2 (get) 2[-Б-— pa) = 0. 


Le curve О definite da questa equazione hanno un importante si- 
gnificato geometrico. Sia x un piano osculatore in œ ad una di 
queste curve C, contenente perciò anche 2 altri punti consecutivi 
ad z sulla curva C. Consideriamo un quarto punto consecutivo 
preso non su ©, ma sull’intersezione della superficie con т. Il primo 
membro di (20), e quindi per la (20), anche il secondo membro 
sarà nullo. Perciò i piani tangenti alla superficie in questi quattro 
punti concorreranno in un'unico punto, Al $ 24 del Cap. III* tro- 
veremo che (20), definisce le pangeodetiche. Abbiamo dunque : 

In un punto О di una superficie il piano osculatore x di 
una qualsiasi pangeodetica uscente da O gode della proprietà che û 
4 piani tangenti in O ed in З punti consecutivi dell’ intersezione di 
x con la nostra superficie passano per un medesimo ‘punto, 

Al $ 24 del Cap. III° studieremo il cono inviluppato da que- 


(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire 
l'equazione ottenuta, moltiplicando per e uno solo dei due membri. 


CL dali ie de фита ЕРК CTS ТЕЕ E i Тугч РАР г I M = ДРЕ Ж КА 
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sti piani: cono che per la prima volta è stato considerato dal 
Segre. La equazione (20) è dovuta al Cech; essa è molto notevole, 
peréhè permette di fare i calcoli in coordinate ш, v qualsiasi, Si 
veda anche l'ultimo teorema del $ 22, Il Fubini trovò per la prima 
volta le forme F, studiando appunto l’ espressione (x , dz , d*x, d30). 


F) Confronto con le formole della Geom. metrica. 


Supposto t = 1, siano z , у, 2 coordinate cartesiane ortogonali, 
Sarà : 


(19) = "ME us 


ij 
h 
tate con le precedenti, si deduce : 


V. Vo =| 1 


ove sono calcolati per l'elemento lineare di Gauss. Confron- 


VT. 22 11 23 
(20) „= |, , ъ=} |, =} |, fes 1 
Ў : DT ILL 22 
Ne segue che è nostri B , y non sono che i simboli о (т 
, А 4 11 
per l elemento lineare di Gauss ; se p. es. В = 0, sará "i Con 0, 


cioè le v = cost. avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo 
asintotiche, saranno rette, come già sapevamo, Sarà poi : 


(22,2, Cus) = als = + DVEG—-F*?, 


(21) ————— EE] ) 
ay = /D'/EG —F* = VEE ; 
ove K — — + è la curvatura totale della superficie, in completo 


accordo con la (21) del § 12 C. 
La coordinate normali si ottengono dalle precedenti, moltipli- 


PR 


/ 
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cando per 


Si noti che, posto En = E, Bs = Р, Es = G, conseguenza 
differenziale delle 


OB; kl н) 
zm Җор: LE, 
a UA n | M TM u 


sono le formole : 
0 |11 111122 9 |12 12714012 F 
р HT [|+ 


2211 ô ۱12 121112 F 
3b [1 IE “EH lata 
e che conseguenza delle equazioni di-Codazzi (essendo ora D=D'"=0) 
sono le: 


(23) 
o 


ШЕ ише 19] loge 
эл dU co Ө 
E, per le (20), (21): 
11 11 22 29 | ( 11 
o. += ү |+, = {9 A |= 
12 12] (12 F 
اا‎ += 


_ дор ‚Әр дюр — 
~ дидо ди dv 


cioò 


SUL. 
(24) вй = ba Bm e 0, 


che è la quantità che si presenta nella celebre equazione di Moutard. 


D. du = rdu + sd , dv= Sdu + Rdv 
cosicchè 

pa д д д 
1) کچ وک د‎ Д ا و ا‎ aR 
(0м ô Ia àv radiale na. 
(2) rR 4-88 = 0, 

SÉ 1 DRE 1 

(3) du == o dut xg dv j dv = 3 du + -уъ de 
X 


CAPITOLO SECONDO 


$ 17. — Applicazione agli invarianti 


di un sistema coniugato. 


A) Calcolo di tali invarianti. 


Le «, v formino ùn sistema coniugato ; sia 


Per la (2) le condizioni d’integrabilità danno : 


- 2 
ва = гу = тө, + 8з, = га, + В, = 


ا 


8 du 
В = 8; = rR, + SR, = тї = + SR, = 
S ON S f: ólogR : в 
n 4) = вани, 
Sarà poi: 
Ug A д? ólogs:R д 
dem 5 3 Л КАДА du AY 
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ðlogR : s 


д 
dv du 


+ RS 


Sarà dunque (posto а = @g) 


2 
(6) SL = (т, + RS + re dd ii s + X 
dudu 
/ + (raê + nso, q RS 96 Ja, + (ropu + Spa = 


3, ise n i R 


2r 


д1ор@Ё: 
+ nk) + эз + ns SES; 


1 ologas : R 1 loga R : s ^ 
+ E (r po + ке) 3F (rs + RS MOX Js 


+ (rsp + Арз). 


Questa è una equazione di Laplace per le coordinate x di punto, 
di cui il primo invariante ё: 


2 
Yu e pes: R + RS rosi is [ns Sn Uol Lo «) 


478 
(7) + "8р + RSP — 
1 SE R 1 ologaR:s E 
— (E — + RS n) + + gl + RS — с» > 
d 4 
Poniamo : 2 
8 7: 
(8) о Rin d 
З allora 
(9) du — pdv = 0 è l'equazione delle u = cost. 


д д í i fi 
= s — er): (Qui S non è un simbolo di somma). 
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L' ultimo termine del secondo membro di (7) diventa : 


1 Pu Т p. 
os as deir o fos e I RO RS 
2 | + 7 7 psp + : 


dedu p. 
с ae Qe 
1 д д 

—-у n ак + Pu ATUM +0 а 


Per le condizioni d' integrabilità è 2,: R? = в„: 8°; e perciò il fattore 


— 4 S(R,— p) 


del primo termine dell'ultimo membro vale a RSA, 


2 
Se .ne deduce, ricordando (2) e le (13) del § 16 D che: 
2I M 
| asian) 
1 Pu g 9°logp , p.  .9 р 
ш |«-7 و‎ дидо А pc Ud n, 


1 
+ (28. — Вар? — 2Bppu + > 0° + 280.) 


Dunque: (F) 
La forma 8ldudv = wa + plv), che ha un si- 


gnificato indipendente dal modo con cui sono stati scelti i parametri 
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u, V del sistema coniugato che si considera, si calcola appena data 
l equazione du — pdy = 0 delle u= cost. oppure du + pdv = 0 
delle ү =cost. senza ‘che si debbano calcolare le equazioni di queste 
curve in termini finiti о ricorrere a quadrature, 


L'altro invariante se ne deduce scambiando v con в, R con $, 
cioè cambiando p in — р ed Ss in Rr = — 88, Lo diremo il se- 
condo invariante. 

Gli invarianti per l'equazione di Laplace relativa ai piani 
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — B, — y a B, Y. 


B) Sistemi coniugati ad invarianti ugnali. 


La differenza dei due invarianti per l’equazione di Laplace 
relativa alle coordinate di punto è quindi il prodotto di Ss per 


ЧЫ {ДЕ ГАН, 1 К 
— 2 dudv iN 2y p + Te vci Pup uu 2Dpp,, 
e 12. 00 
che vale, (F), posto — (Reel ; 
C 
8?log — 
D C D 
e) 754007 — (1-2), T (67), 


Dunque: Il sistema coniugato Odu? +- Ddy? == 0 ha invarianti 
di punto uguali, se (12) è nullo, 

L'uguagliare a zero il solo primo termine caratterizza, si noti, 
i sistemi isotermi coniugati. 

L' uguagliare a zero la (12), in cui sì cambino i segni di f, Y, 
caratterizza similmente i sistemi coniugati a invarianti tangenziali 
uguali, 

Poichè cambiare i segni di В, y equivale a cambiare il segno 

1 | 
di 5; cioè a sostituire al sistema coniugato Саш? + Рао? = 0 il 


sistema coniugato armonico (che lo divide armonicamente) Cdu? — 
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— Ddw = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie 
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72): 

Se un sistema coniugato ha invarianti di punto uguali, il si- 
stema coniugato armonico ha uguali invarianti tangenziali e viceversa. 

Segue pure immediatamente: Se un sistema coniugato gode di 
due delle tre proprietà seguenti : di avere uguali invarianti di punto, 
di avere uguali invarianti tangenziali, di essere isotermo coniugato, 
gode pure della terza ; ed anche il sistema coniugato armonico gode 
delle stesse proprietà. 

Se una superficie contiene un tale sistema coniugato, potremo 
cambiare i parametri u , v delle asintotiche in guisa che C= D = 1. 
Risulterà perciò dall'annullarsi di (12) che Bu = '(,. Tali superficie 
diconsi di Zonas. 

Notiamo ancora: Se due superficie hanno le stesse В, cioè 
lo stesso elemento lineare proiettivo, cioè se, come vedremo, gono proiet- 
tivamente applicabili, su di esse si corrispondono i sistemi coniugati 
ad invarianti uguali, (F). 

All'equazione ottenuta uguagliando (12) a zero, si possono 
sostituire delle equazioni più semplici. Tale equazione dice infatti 
che 


д e д D 
3 logD -- т y” + (x 1020 + В c 


è un differenziale esatto dlogp, cioè che: 


д D O:e, - д e I 
Dy ie ia or MB pU ir OD 


Posto 4 == YH, ove Н è una funzione arbitraria, e sostituito 
Cid e р: 4 alle €, D, col che il rapporto С: D resta immutato, 
queste equazioni diventano 


‘ossia : 


ZH. ч Н 
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? 
РА 


che sono lineari in C , D. Poichè H è arbitrario, si può, volendo, 
scegliere Z7 — 1; e le (13) diventano allora : 


(14) Dy = — чб, C, = — BD. 
La determinazione dei sistemi coniugati a invarianti uguali è 


ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (F). 


0) Un'altra applicazione. 


La differenza tra il primo invariante dell’ equazione di Laplace 
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale 
dunque il prodotto di Ss per 


o 9206р 2 n à 
— 2 Gudo oy +21 ph + 208. + 260, 
cioò vale 
т 0°105р 
e ыры), 


Posto p = + =. l'eguagliare a zero questa espressione (15) 


equivale, (quando si moltiplichino А, В per uno stesso opportuno 
fattore) a imporre le: 


(16) A, + 1B = 0 B, + ВА = 0 
affatto analoghe alle (14) ; vedremo che queste equazioni equival- 
gono a dire che le tangenti alle linee = = سک‎ cioò alle 


«= cost. (du — pdv = 0) formano una congruenza W. Se ne de- 
duce il teor, (F): 

Se il primo invariante in coordinate di punto è uguale al se- 
condo invariante tangenziale, le rette tangenti alle curve del primo 
sistema (u= cost.) formano una congruenza W. 

Se questo avviene anche per le linee coniugate V= cost., cioè 
se le equazioni di Laplace per i punti o per i piani tangenti 


Cw Fu 
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hanno uguali invarianti, scambiati di posto, cioè se tali equazioni 
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente i parametri U , v 
delle asintotiche, potremo supporre p = 1; il sistema coniugato che 
si considera è pertanto isotermo coniugato ; e, come si vede da 
(15), 8, = Yu. Le superficie, su cui esiste un tale sistema, sono 
le superficie R di Tzitzeica e Demoulin. 

L’analogia tra le (14) e (16) non è soltanto formale; vedremo 
che, integrate le (16) cioè trovate le congruenze W di cui S è prima 
falda focale, si sanno integrare le (14), cioè trovare 3 sistemi coniu- 
gati a invarianti uguali con sole derivazioni ; e viceversa, integrate 
le (14), si sanno integrare le (16) con sole quadrature, 

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza 
biunivoca, e se per la seconda § e 7 sono i valori delle f , y, la dif- 
ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super- 
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0] 
soltanto se: 


(16) Gr | - | = x e-2 


Supponiamo che le due superficie debbano aver uguale tanto 
il primo invariante in coordinate di punto che il secondo invariante 
tangenziale. Allora basterà che sia soddisfatta la (16), e che siano 
uguali i primi invarianti in coordinate di punto; cioè, indicando 
con L', М' i valori di L, М per le due superficie, dovrà essere 
soddisfatta, oltre alla (16), anche la : 


e( — ph, — 9p. + i 22 T 


vitata 
(+ 2r + 2-1 | 
(17) 
Ee. ; ins 
= 2 PF u — 28 p« + 75- е) 


" | м, 
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Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoria della 
deformazione delle congruenze. 
Ancora una osservazione: Per le superficie isotermo asinto- 
* 


2 
tiche (per cui n" log -P- = o) si possono mutare î parametri 


Y 
u,v delle asintotiche in guisa che B = Y. 

Per tali superficie le equazioni (14) e (16) sono perfettamente 
equivalenti. Si ha così una trasformazione (F) delle congruenze W che 
hanno una tale superficie come prima falda focale ; la soluzione 
di (14) che, come abbiamo enunciato, si deduce con sole derivazioni 
da una soluzione di (16) è ancora una soluzione di (16) e individua 
pertanto ancora una congruenza W. 


8 18, — Nuovi studii in coordinate asintotiche 4, v. 


A) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre. 


Sia ¿ = 1; e quindi x, у, z siano non omogenee. Le equazioni 
SExy, = SEz, = 0, Ste, = Ste, = 0 


(i cui primi membri si riducono a tre soli termini perchè £,—1,— 0) 
provano che esiste una quantità A tale che 


Eu H = № ж, 


Ога 
9 = SXE = МХЕ = À. 
Perciò (8 16 С) sarà: П 


С) Ф = (Ou, + ВР (рег e— 6,7, C, non рег Ф = т) 


che è la classica equazione di Moutard. 


”/ 
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Se ne deduce: 

I piani tangenti alle asintotiche di una superficie tagliano un 
piano qualunque t = 0 in un sistema coniugato ad invarianti tan- 
genziali uguali. Questo teorema è il duale del seguente, che è ben 
noto, e che si dimostra supponendo т = 1. Projettando da un punto 
su un piano le asintotiche d'una superficie si ottiene un sistema 
coniugato ad invarianti (di punto) uguali. 


Viceversa siano &, ту, б tre soluzioni indipendenti di una equa- ` 


zione di Laplace ad invarianti uguali, che potremo supporre ridotta 
alla forma i i 


(1) bis uv н Rọ ы 


Costruiamo le equazioni 


(2) SS T [1 PE BÈ, + 7116 Lane жр н M + s$, + Too È , 


a cui soddisfano le funzioni ё, 7, ¢. Le (1)» e (2) hanno З so- 
luzioni indipendenti comuni, e soddisfano perciò alle condizioni 
d’integrabilità. Da queste si trae innanzi tutto о, = e,, cosicchè 
si può porre o = 0,, = = 0,, e inoltre si trae che: 


(3) R= div + e , Tm p. "Р po, 3 Tog = fue +t 19. ' 


" д 1 ° Da ” 
3 (t pu-R-H) — 5 Put (Pu ) 


PRECARI TRA 
(7% ae fere n) = — 21.8 — Pe \ 


In particolare sono dunque soddisfatte, com' era prevedibile а 
priori, le condizioni d’integrabilità per il sistema formato dalle 
sole (2); ed esisterà pertanto una quarta funzione «(w, v), linear- 
mente indipendente dalle precedenti che soddisfa a (2), ma non 
ad (1),,. Ciò che del resto si potrebbe dimostrare а posteriori, 
verificando direttamente i seguenti risultati, Il piano $, 7, $, © in- 
vilupperà una superficie S, su cui le ш, v saranno le asintotiche. 

La Sfu, = 0 diventa per (1) 


y (ШУ Xu + Nyo Yu + kiatu) T ті, = 0. 


Di. iua 


Ne È 
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Confrontando con la SEx, = 0, ossia 8, 2, = 0 si deduce: 
(Tuo -— Icy, = 0 


ossia, poichè т non soddisfa ad (1) sis, t4= 0; similmente si prova 
che 4, = 0, ossia che ¿= cost., ossia che =, y, 2 daranno coordi- 
nate non omogenee [e quindi che р, = 7, — (8, + 80) e Pas 
sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)] Dalle Sv, = 
= Sê, Xu = 0, che si riducono a somme di soli tre termini, si trae: 


Dat 


e analoghe in у, 2 | 
4 „= 
сее рты | 


р == fattore di proporzionalità 


Similmente, se 6 è un altro fattore, si trae: 


(4) bis t, = — 6 (e analoghe іп у, 2). 


Dovendo essere St, a, = St, Ty, sarà р = 6. Si riconosce poi 
che le condizioni d'integrabilità sono soddisfatte se p, = p, = 0, 
p. es. per p == 1. Si ha così: - 


1 t 


тыш — ndu tudu — C,dv (e analoghe in y, 2). 


(b) de = | 


Queste sono le ben note formole di Lelieuvre, che permettono?di cal-. 
colare X, y , z con sole quadrature. Sarà inoltre : 


(a: Tu Vy Lun) = — (Tu Co Tur) = 


+13 ЖОК. pap 
1 Nu Gu No t. Nu @ t E t. 


Calcolando le derivate di quest'ultimo determinante, si trova 
рег le (1) м,, (2) che esso vale ke" con k = cost. D'altra parte 


ЕЕ, Ё, 
(CES "« Ny | Cu — RD 
la C 


"^. 


D 
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E, calcolando le derivate di Tu, — Rr, si trova che, moltipli- 
cando la т per un fattore costante, si può rendere Tus, — Ac = ke? . 
Perciò, 


(СЕ 6 Euo) = 00 tu) 


E si ritorna completamente alle usuali formole della teoria 
delle superficie appena si osservi che, essendo 0 determinata a 
meno di una costante additiva dalle 6, = æ, 0, = e, possiamo ser- 
virci di tale indeterminazione per rendere k = 1. 

Abbiamo conseguito un ulteriore risultato che cioè la <, la 
quale non soddisfa alla (1), soddisfa invece alla : 


(6) tu, = Re + е9 = Ке + ag, 


completando così il risultato di Lelieuvre. . 

Si capisce ora perchè il Lelieuvre, nella geometria metrica, 
sostituisca le precedenti è, т, ai coseni direttori della normale. Le 
$, n, insieme alla т sono proprio quelle coordinate del piano 
tangente che corrispondono alle coordinate non omogenee x,y, 2, 1 
secondo le nostre convenzioni (2 Xu û, z,,) = (Ẹ ё, ё, ё.) relative 
al caso s — 1 di asintotiche reali. 


V 


B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari. 


Nella teoria delle curve avevamo scelto coordinate corrispon- 
denti di punto 2 e di piano osculatore ё in guisa che (x da d?z d32) = 
= (é dé d?& 435). Ora, se x descrive una superficie di cui ё è il piano 
tangente, allora ё è anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha 
fatto l'importante osservazione che le coordinate È scelte con le no- 
stre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge- 
remmo con le convenzioni relative alle asintotiche. Infatti, se ci muo- 
viamo su una asintotica о = cost., e se ё è il piano tangente alla 
superficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II) 


(E d$ 0644) = (Ê Eu &,, б) = (ê 6, 6, Euo) du? = 


= (x c, % Vur) B du? = (х da dx ах). 
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Dunque tutte le nostre formole relative alle curve si possono 
senz'altro applicare alle asintotiche. Così p. es. le v = cost. appar- 
teranno ad un complesso lineare se lungo v = cost. è Sd*xd% = 0, 
ossia SXuuu = 0, equazione che, tenuto conto delle equazioni fon- 
damentali I° e II°, diventa l'equazione di Cech : 


(1) - 088 fr 


Se = 0, e quindi le « = cost. sono rette, allora questa equa- 
zione ci dice che В è prodotto di due funzioni, una della sola и, 
una della sola v. 

La linea flecnodale 8 = 0 sarà perciò contemporaneamente 
definita da una equazione v= cost, e perciò sarà un'asintotica, 
oppure una coppia di asintotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi sarà 
una retta o una coppia di rette, direttrici della rigata. Ne segue, 
come del resto apparirà ancora più chiaro dal capitolo sulle rigate, 
che : 

Le superficie rigate, per cui le asintotiche curve appartengono 
ad un complesso lineare, sono tutte e sole le rigate appartenenti ad 
una congruenza lineare a direttrici coincidenti o distinte, le quali 
sulla superficie esauriranno la linea flecnodale. 

Si può poi dimostrare: Tutte le asintotiche curve (v = cost.) 
di una di queste rigate sono (proiettivamente) identiche (*). 

Escludiamo ora il caso y = 0 delle rigate; più tardi noi tro- 
veremo le superficie qui cercate come tutte quelle che sono trasformate 


(*) Nel Capitolo dedicato' alle rigate vedremo che, se y=0, si può sup- 
porre 0 funzione della sola w, supporre p,,— 0, В = U(av* + bv +e) con 
U,a,b,c funzioni della sola и; e infine p,, == p — a Uv con p funzione della 
sola м. Nel nostro caso potremo anzi supporre le а, è, е costanti e, mutando 


v in v 4- cost, (oppure +) supporre anche ¢ = 0. Dalle equazioni fonda- 

mentali si trae che le х, y, x, t soddisfano tutte all’ equazione quu — 
1 

— 04 Фи — pe = 0, ovo p= — TO — Ou u — [p+2U]x). Questa 


equaz. di quarto ordine nelle z, у, є, ё ha coefficienti indipendenti dalla v, 
ed è perciò la stessa per tutte le asintotiche v = cost. ; le quali sono dunque 
proiettivamente identiche, 


Funini ө бксп, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxialo. 8 


est. DS rar 
bs | 
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di una rigata mediante una congruenza W. Noi qui le determine- 
remo per via puramente analitica. Dai valori di L,, M, dati dalle 
prime due condizioni d’ integrabilità (pag. 95) si deduce per la (7) : 


2$ V8 du? 
S a*logg — 1 f ólogg V 
EUM iac tuy DE 
Бы Ее Ке ЫЕ ашк E. ( dv ) +, 


ove U è funzione della sola w, y della v. Шина condizione 
d’integrabilità dà poi: 


, 1 MI 021 
(9) ВУ 1 27Ê, i a flo x EET 


+ TE JOB) ns YU" + BU 


Ora hanno, come sappiamo (pag. 96), significato intrinseco, sia 


1 1 óMogg , 1 7 óloggg V] a 
k-s ди? trl du ) j^ 
à? logg 1 /0logf 1 [ 
cioè sia 
0? log В à log ; Я 
E A ila ) si + U|du? ché Va. 


{ LONE" А o 
Poichè anche паа è intrinseco, segue che possiamo cambiare 


i parametri w, v delle asintotiche in guisa che U = 0 e che V 
sia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, V 
e quello di y dedotto da (7) nella (9), si trova un'equazione nella 


sola B, di cui è inutile occuparci, perché, come dicemmo, affron- 


teremo il problema per altra via. 


* 


DOE CPUS Шуру е ҮШ тн NUR RO TE CE OTTO I UT 


уе + 
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C) Superficie di cui tutte le asintotiche appartengono 


a complessi lineari. 


Supponiamo che tanto le и = cost. che le 9 = cost, apparten- 
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varrà la 


logy — 


(10) dudu = Pr d 
9? log B 
dalle quali si deduce س‎ = 0. Le superficie cercate sono 


dunque isotermo-asintotiche; con un cambiamento di parametri u , v 
ві potrà perciò rendere B = ч; e le (7), (10) si ridurranno alla equa- 
zione di Liouville 


8? log B = в 
. дидо J 


(11) 


di cui l integrale generale è 


. (2) | T VO V 


U+V° 


ove U è funzione della sola v, V della v. . 
Si avrà poi, come in B, 


0° log В 1 f 9106р V 
an E A T) FU, 
(13) 
E 9*logR 1 / 8logf \? 
ч > paia до yen. 


con U, nuova funzione della sola и, V, della v. E le condizioni 
d'integrabilità danno (f* Vj), = (B? U,),, cosicchè 


| B*(Vadu+ О, до) è un differenziale esatto dp. 


v 
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Integrando si trova : 


UG 


Y U'U, 
КОНАРЕ imma 


Тр a 


+ Уз = 


dove U, è una nuova funzione della sola и, Vg della v. Identi- 
ficando i due valori di Ф, si trova: 


70 — U,V + VV — VV '— U, U + U, U' = 0 
che, derivata rispetto ad u ed a v, dà: Va U= U; V, cioè: 

Va=kV+h, Ug — kU +1  (k,h,l1= cost.) 
che, sostituiti nella precedente, danno: 

U,U' — kU? + (h — JU = V,V' — kV? 4- (L— АУ. 


Essendo i due membri uno funzione della sola «, l'altro della 
sola v, saranno una stessa costante p. E quindi: 


kU? 1--hMU kV? h—l1 
(18) - U, FINITA, Lad Бы рр, 


(h, k,l, p = cost.) 


Le (12), (13), (13) ы, individuano le nostre superficie; al va- 
riare delle costanti h, k , 1, p mon tutte essenziali, non varia B = ч, 
cioè пой varia l'elemento lineare proiettivo ; e perciò le superficie 
corrispondenti sono tutte proiettivamente applicabili tra di loro, 

Per k=p=1—h=0 si hanno le superficie di Tritzeica- 
Wilezynski, che ritroveremo più tardi per tutt’ altra via; così pure 
soltanto più tardi studieremo le relazioni tra i precedenti risultati, 
la teoria delle congruenze W che hanno una quadrica per falda 
focale, e le superficie a curvatura nulla negli spazi di curvatura 
costante, 
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8 19. — Le rette tangenti. 


` Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette 
tangenti. Siano dv: du e до: ди i parametri corrispondenti a dire- 
zioni coniugate. Sarà: 


ди = ази + аз dv ёр == — аури — dg dv, 
La retta congiungente i punti z e dx = а„би + x, 0v coin- 
ciderà con la intersezione dei piani & e @ = &,du + 6, dv; cosic- 


chè, se A è un fattore di proporzionalità, sarà ($d$) = Mx, dz), о, 
più precisamente : 


(ê &,)du + (6 &)dv = (а 0) + (x 2,)8v] 


che, per evitare equivoci, scriveremo per disteso : 


6 7 
es rH 


6m 


d 
ES к 


dà ? LE 


Zu 


insieme alle analoghe ottenute con permutazione circolare di n, 6, т 
nei primi membri, di 2,4, y nei secondi. 

Moltiplicandole rispettivamente per Yu, 2, , ѓ, e sommando si 
trova 


у Ж? 
—A| Yu Zu ا‎ | о = WA] 6v = 


Yo w to 
= (Yu Ma + Zu bu + tuta) te — Eu (NYu + C, + т) + 
+ ль + 5% + tuta) do — & ny + A + ч„)% 
= —а,, — 6, 2,)du — &(— ба) + 
+ &— a4 — wu 6,)dv — &(— фа) 


= {— a; du — ag du) = &v. 


LES I. 


UA 


у 0 [v » 4 a eA. 
Ce D 551 E ч Tr е7 M e * 
Жоба ES НАОМИ 
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Perciò А = Ta e si hanno le equazioni del Fubini : 
D j 
| Enu xu т) ка rd [= di (zt, =t) + а (lu -— tz.) | 
Via} 
(Y) : 
(ёт, E nÊ.) so VAT [ss а (zt, = iz.) a а (ztu == t2,)] 7 


che sono equazioni analoghe a quelle che in geometria metrica 
danno le derivate dei coseni direttori della normale in funzione 


lineare delle derivate delle coordinate di punto. 


Cech ha osservato che 


a v, їо = 


VIA] 


d'u = du + 


soddisfano identicamente alla 


Gii (d'u)? E 2045 d'u d'v + аза (du)? = 


cosicchè, comunque siano state scelte le du , dv, il rapporto du: d'v 
garatterizza le direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono 
dunque le rette 


(ed) + E (в, 20) = (е, FEE. 


comunque siano scelte le du, dv (0). 


_ $ 20. — Applicabilità proiettiva. 
A) Il teorema fondamentale. 


Siano date due superficie S, S in corrispondenza biunivoca, 
che noi rappresenteremo dando le coordinate x ed 2 dei loro punti 
come funzioni degli stessi parametri ш, v. Noi, estendendo le defi- 
nizioni del 8 2, diremo col Fubini che: 


P 
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Le superficie 8,8 si diranno proieltivamente applicabili se, 
per ogni coppia di Duk git 0, O esiste una collineazione M 
che porta S in una superficie S', det punto O in guisa che curve 
omologhe tracciate su S ed S' ed uscenti da O vi abbiano un contatto 
del secondo ordine. (Se ciò avvenisse per una sola coppia di punti 
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa). 
Notiamo : 8 
1°) Se la M non variasse al variare di 0,0, le 8,8 sa 
rebbero (proiettivamente) identiche, perché M le porterebbe l'una 
nell’altra, 

2°) Non si è parlato di contatti del primo ordine, perchè 
dalla corrispondenza biunivoca segue che i fasci di tangenti omo- 
loghe uscenti da due punti omologhi О, O' sono collineari ; perciò 
una definizione che parlasse di soli contatti del primo ordine con- 
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua- 
lunque in corrispondenza biunivoca. 

39) Il contatto, di cui abbiamo parlato, può essere geometrico 
od analitico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria 
metrica portano l'uno all applicabilità effettiva, l’altro all'applica- 
bilità o corrispondenza conforme) non sono distinti, come risulterà 
da quanto segue, nella geom, proiettiva. 

Siano dunque S ed S due superficie proiettivamente applica- 
bili nella coppia di punti omologhi æ ed x. Se con æ’ indico il 


trasformato di ж mediante la collineazione M, allora 
(' ах, m; Фа) (ж m, m, dz), 


ove р, è il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di S ed 8 
uscenti da О = O' un contatto del secondo ordine, varranno le 
equazioni (8) wr del $ 3 dell’Introduz.; e perciò 


(2 2, х, Ф) = p*(z' x, z, Pe) = үр (ж х, 2, d*z) 


Perciò le forme F, ed Ё, per le due superficie saranno in O , O' 
proporzionali, cioó in 0, O' si corrisponderanno le asintotiche. Sup- 
poniamo questa iine soddisfatta in ogni coppia di punti omo- 
loghi ; le superficie S ed S avranno forme Fa ed F, proporzio- 
nali. E, moltiplicando le coordinate dei punti di S per un oppor- 


7 
OE. HYS YET 


PER ТТТ TU AAP 


РОЧ «Ww 
“ДУ; | 


6z "7 тар" 
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tuno fattore, e trasformando, se necessario, la S con una collinea- 
zione a modulo negativo, potremo supporre che le forme F, ed F, 
siano identiche. 

Se x, х sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora 
supporre z' = x, Le relazioni che legano in tali punti le a^, , uu, 
ecc. alle x, u ecc, date dalle (8) r del § 3 dell’ Introd. varranno 
anche (essendo F, = PF,) quando alle derivate ordinarie si sostitui- 
scono le covarianti; e allora, scritte le 4, Р, servendoci della 
(9) sia del 8 12 concludiamo che Fg — Fg’ è divisibile per F, e 
quindi, essendo apolare ad F, è identicamente nulla. Perciò 
F= Fy = Fg; cioò le due superficie avranno uguale elemento li- 
neare proiettivo, Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le 
equazioni fondamentali (I) per le z,,, z,, e le equaz. citate che 
esprimono il contatto di curve omologhe. 

Viceversa se F, ed F, sono identiche e se in una coppia di 
punti omologhi è Fg = F, , sarà in tale coppia di punti (x û, û, = 
= (% Xu x, X), perché le forme Р, ed F, coincidono, e noi potremo 
con una collineaz. unimodulare trasformare S in una superficie 5” 
tale che, per i valori considerati delle и, v, sia z = x’, c, = Xu, 
u, = mS, X = X', F= FQ. Dalle equazioni fondamentali si de- 
duce che allora z,, — ту, = (Pa — Pr), che cioè nei punti consi- 
derati le S, S' hanno il contatto voluto. Perciò: (F) 

Condizione necessaria per l'applicabililà proiettiva di due su- 
perficie poste in corrispondenza biunivoca in una coppia di punti 
omologhi è che in questi si corrispondano le asintotiche. Se poi que- 
sta prima condizione è soddisfatta per ogni coppia di punti omologhi, 
condizione necessaria e sufficiente per l'applicabilità proiettiva in una 
coppia di punti omologhi è che in questa coppia di punti le super- 
ficie abbiano uguale elemento lineare proiettivo F4: Fo, о, ciò che è 
lo stesso, abbiano le stesse forme pa, ез, e differiscano soltanto per 
la forma P (o II o Q). 


B) Una proprietà caratteristica di due superficie 
proiettivamente applicabili. 


Due superficie S,S in corrispondenza biunivoca sono proietti» 
vamente applicabili in una coppia di punti omologhi A, A, se i 
piani osculatori alle linee di S uscenti da A, e i piani osculatori 
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alle linee omologhe di S uscenti da A formano due stelle collineari. 
Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Cech. 

In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente 
in A ad S corrispondono piani passanti per la tangente omologa 
di S. Usando coordinate non omogenee х, у, nulle in A, po- 
tremo quindi trasformare S in una superficie S' passante per А 
in guisa che in А cioè іп x=y=2=0 sia 


х, = бх, (е analoghe in у, 2) 


e che piani osculatori а curve omologhe delle S ed 8 coincidano; 
con una conveniente omologia di centro A potrò rendere 6 = 1; 
ma, poichè questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da А, 
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo- 
loghe uscenti da A continueranno ancora a coincidere. Cioè il piano 
per tre punti 


$—0, x+ds, 2 + de + da 


di S, cioè il piano per l'origine che contiene i punti dx = dz’ e 
dx» dovrà contenere anche il piano d?z', E perciò sarà: 


(1) 0 = (de, dæ, dx — аа) = (x, x, D,z' — D,z)(dud*v — dv и) 
+ (dz Dax Dx) 
ove è posto 


Гук = tuu du? + 2z,, du dv + z,, dv? ed analoghe. 


Annullando i termini in ди, d?v si trova 
|a. xs D(x — x) | =0 


cosicchè [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro 
(Xu х„) #0, perchè i punti singolari sono esclusi | sarà: 


Dya — Dax = №, + pz, (e analoghe in у, 2), 
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ove X, p. sono forme quadratiche in-du, dv. La (1) diventa così: 
0 = (dz , Dax, Xx, + pe) = (Adv — pdu) (x, х, Dot). 


Non potendo essere identicamente nullo il secondo fattore 
(perchè altrimenti in А la 8 avrebbe asintotiche indeterminate, 
caso da noi sempre escluso) sarà Adv — udu = 0. Cioò 


sarà una forma pdu + 6dv in du, dv. Si avrà pertanto 
Руз = Da» + (pdu + Edu ; 


formola che, per i risultati dell’introduzione, prova appunto che 
curve omologhe di S, S' uscenti da A vi hanno un contatto del 
secondo ordine. A questo teorema si può dare col prof. Bianchi 
il seguente enunciato : 

Se S ed S' sono superficie in corrispondenza biunivoca e, ad 
ogni sistema di curve di б uscenti da un punto fisso О di S coi 
piani osculatori formanti fascio corrispondono curve di S' uscenti dal 
punto omologo О" con piani osculatori ancora formanti fascio, le due 
superficie sono in O, О’ proiettivamente applicabili. 

, Escluso questo caso, allora, se tra 8, 8 si corrispondono le 
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di 5 uscenti 
da О corrisponde un sistema analogo di curve su S’. 

Se tra S, S' le asintotiche non si corrispondono, esiste una 
sola retta ^ uscente da O tale che alle curve di S, i cui piani oscu- 
latori in О contengono r, corrispondono curve di 5”, i cui piani 
osculatori in O' formano ancora un fascio. La r si può chiamare 
l’asse della corrispondenza tra S ed 8" nel punto О, 


C) Un'altra proprietà caratteristica delle superficie 
proiettivamente applicabili. 


Se S ed S sono proiettivamente applicabili, ed A, А è una 
coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in 
una superficie S' dotata della seguente proprietà : Ogni striscia di 


Е быш 


AMA TE 


% 


Pr 


"EP 
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elementi del primo ordine relativa alla superficie S, la quale contenga 

l'elemento formato da A e dal relativo piano tangente e la striscia 

omologa di S' hanno in A tre elementi successivi comuni (Cech). 
In altre parole, se in A è u=v=0, gli sviluppi delle coordi- 


nate non omogenee x,y,z, edi p=, а = ar secondo le po- 


tenze di u, v relativi ad S oppure ad S' hanno comuni i termini 
di grado inferiore al terzo. Usiamo nella dim.. coordinate omogenee. 

Nelle nostre ipotesi si può supporre che $, S abbiano le 
stesse forme F, , Fg. Potremo scegliere il tetraedro di: riferimento, 
e trasformare S con una collineazione in una superficie S' in guisa 
che per u=v=0 i punti x, z' coincidano con (0,0, 0,1), i 
punti z,,z,' con:(1,0,0,0), i punti z,, z, con (0,1,0,0), 
i punti X , X' con (0,0,1, X). 

Allora dalle equazioni fondamentali segue che 


=u pH AH. y=0v+B+..., 2=04-..., t=1+D+... 


ove A, B, C, D sono forme di secondo grado in ш, v, di cui le 
prime tre non dipendono dalle p,, , che sulle due superficie possono 
anche avere valori distinti; cosicchè per le a^, у, z' varranno svi- 
luppi del tipo : 


g=zutA+...., y=v+B+...., -0-4.... 


mentre invece 
ED ; 


ove D' può essere una forma di secondo grado, distinta da D. 
x y 
"E 
termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di 


, , 1 


T? ram rz L'equazione del piano tangente à nelle notazioni 


z PELRA ) з 
Dunque os hanno sviluppi in serie che, fino ai 


di Monge c = р <- +4 PE Quindi le p,g coincidono con 


—@: ed — 17: С, cioè, a meno del segno, sono 


(uzt): (wyt), e (xv,z,0:(e yt, 


^ Ба ХАВА pe ARA WELA DA d e^ 


^ 


КТР VENTE БУ, 


РА ТАУ Ai 


Рд 


r4 - 


. ove sia posto 


y 2 1 
(yet) = | y, Zu tu| ed analoghe, 
У, Zy ty 


Anche gli sviluppi di p, q coincidono dunque, fino ai termini 
di secondo grado inclusi con quelli di P, g, come si era enunciato. 

Ne segue anche facilmente che in A le S, S' hanno un con- 
tatto del terzo ordine, ma questa non è affatto. una proprietà ca- 
ratteristica. 


Carrroro III. 


GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI 


8 21. — La quadrica di Lie. 


A) Sua definizione. 


Nella teoria delle curve sghembe è notevole specialmente il 
sistema nullo osculatore in un loro punto; di cui sono analoghi 
per le superficie i sistemi nulli osculatori alle due asintotiche uscenti 
da un punto di esse. Ma accanto a queste corrispondenze ve ne 
sono molte altre, notevoli per molte ragioni. Qui studieremo le più 
semplici, Se è un punto fisso di una superficie 8, e È è il cor- 
rispondente piano tangente, le coordinate di ogni altro punto x e 
piano é dello spazio ambiente si possono scrivere nella forma: 


а= ang ух, H lt UK 


а) AROR <, 
¢ = CE + E, t CE, + E. 

Si noti che, mentre z', Ё, Ё, т hanno significato intrinseco, 
ciò non avviene рег y',z le quali si dovrebbero considerare come 
un sistema controvariante ; altrettanto dicasi delle тү, С. La con- 
dizione Sw di appartenenza di punto e piano diventa, indicando 
senz’ altro con ©, a, i valori delle Q ed a; nel punto considerato : 
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0) ае 00 [any а +) + anat = 0 


E che si muta in sè stessa cambiando le z' (cioè 2, y', 2', t') nelle £'. 
ET Quindi la correlazione definita dalle : 

E (3) fae, =y, Um, dot 

E non è che la polarità rispetto alla ERU Q di equazione 

E |^— (4) 2z't' + ӘР? — (ау + 204, y'z' + doaz?) = 0. 


E La correlazione (8) ha carattere evidentemente intrinseco ed. 
invariante per collineazioni [perchè non muta neanche se molti- 
plichiamo le coordinate dei punti di 5 per uno stesso fattore 
plu, 0)] (*) ; altrettanto avverrà di questa quadrica, che chiameremo 


la quadrica di Lie relativa al punto considerato œ di S. 

E Proseguiremo per semplicità i calcoli con coordinate ш, v asin- 

1. totiche, Sarà a,;=ag=0, Руа, (Bau + 05), 0 =k, 

К = و‎ а = dà, X=— - —— u; © l'equazione della 

ГЕЛМЕ “12 

E quadrica sid: 

E | . 

$e (iu Ох — 2a, y'z + (& et — К y. = 0. 

72 D) Interpretazioni geometriche della forma %, 


e dell'elemento lineare g, : 9,. 


Per quanto non abbiano relazioni con gli ulteriori sviluppi 
di questo Capitolo, sarà bene dare almeno l'enunciato di alcuni 
dei teoremi trovati dal Bompiani (**). In un punto О di una super- 


EA (*) Questo fatto intuitivo sarà verificato in CJ. 
4 (**) Atti della R, Ассай, di Torino (Aprile 1924), 
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ficie S costruiamo la quadrica di Lie che assumiamo ad assoluto 
di una metrica di Cayley. 

Se O' è infinitamente vicino ad O su S, il birapporto che serve 
a misurare la distanza da O' al piano tangente in O su una tras- 


versale generica uscente da О' vale + d 
2 
Se Q è una quadrica che ha per generatrici le tangenti asinto- 
tiche in O, ed O', O" sono punti vicini ad O sulle due asintotiche 
uscenti da O, il birapporto che serve a definire la distanza O' 0" 
nella metrica definita da Q vale hy, = 2hfydudv, ove h è una co- 
stante numerica E se Q è la quadrica di Lie) 
Se da un punto generico si proiellano le rette OO', OO" sul 
piano langente, il birapporto di tali proiezioni e delle direzioni asin- 


totiche vale Y Pai. 


Nella Mem. cit. si troveranno anche altri teoremi' analoghi, _ 


che tutti danno svariati significati geometrici delle nostre forme. 
(Ofr. anche 8 13 B e 23 C) 


C) Fascio delle quadriehe di Darboux. 


Consideriamo le coordinate а”, y', 2', '' di un punto di S posto 
in un intorno di x. Esse peru=v=0 ві riducono ad 1,0,0, 0, 
le loro derivate æf, Yu, ecc., le z; ecc, e le %4, ecc. si riducono 
rispettivamente ad 0, 1, 0, 0, ad 0,0, 1,0 ed infine a 0,0, 0 , Gy. 
Per le equazioni differenziali fondamentali sarà, posto al solito 
0 = log | ay]: 


x = 1 - termini almeno di 2° grado in u,v 


y=ut 3 (0, ч? + t?) + termini almeno di 3° grado 
= v +- (фе + pu?) + » » » 


t = аш + “it (ви? + 30,u%v + 30, шо? + 103) + termini 


almeno di 4° grado. 


EE 
Ma YP- TPH 


ПЕ 4€ 9. туз; 


„УМ д” 


ANO 


Pe d 
КҮ Ped 
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Quindi 


t? si annulla per u = v = 0 del quart’ ordine 


I (c't! — а,» y) виз) + termini almeno di 4° grado 
12 Д 


Perciò il fascio delle quadriche determinato dalla quadrica di Lie 
e dal piano tangente A = 0 contato due volte coincide col fascio di 
quadriche di Darboux. In altre parole la quadrica di Lie è una delle 
quadriche di Darboux. ($ 11, B). 

In questo fascio si possono anche determinare altre quadriche. 

A tal fine mutiamo le coordinate z di un punto di S, ponendo 
T = p(u, v)x°, ove p è un fattore di proporzionalità. Il nuovo va- 
lore aj, di аз, è dato da aj, = pais. Poniamo, analogamente alla (1) 


pax a? -- y a3, 4 a' af بل‎ e uv 
air 
Sarà chiaramente : 


g” Da pz' + Puy! + p, ل بإ‎ Dato ГА 


/ 


" 4 t n 1 , 
tas | М t" = t 
(5) а рбай ° j p 


, 


t 
ONEN SE 
a pE CH p? aj, Pu 


da cui (indicata соп K’ la curvatura di 2а), dudv) seguono le identità : 


1 2 1 óogp 
Ke p e 
p 5 аһ р? дидо 
e) 2 0*lo 
2w" t” — at "2" = 2z't' — 2a y'z' MEM mE fa 


da cui segue non soltanto che la quadrica di Lie non è mutata 


J 


ri 
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perché il primo membro di (4),, vale proprio 
2 t — 2a? ws " +( Br e кў" jai 0 
als 
ma anche più generalmente che la quadrica di Darboux 
ty r hek; „ e e 
(7) да — 2a,gy'3' 4- t r Е 0 
LL) 
ha per nuova equazione la perfettamente analoga 
2t La 2а у''2 " + 2 ( Pr к) кз 0. 
а 


Perciò ogni quadrica di Darboux si può caratterizzare dando 
il valore del corrispondente parametro pw, che è sottoposto all’ unica 
condizione di essere una quantità intrinseca invarian'e, 

Per p = 1 si ha la quadrica di Lie. 

Per p = co il piano tangente contato due volte. 
1 0*logpy 
В dudv 
si scelgano БАЙИ normali (By == а), ha l’ equazione 


Per p = — si ha una quadrica che, quando 


(7), 2 — ау 2' = 0 (d ME @{) , 


e che diremo perciò la quadrica normale. Essa passa per il punto 
&' = y= 27 = 0, t = 1, che in questo caso è il punto X della 
normale protettiva, 

Per p = 0 si ha una quadrica, che coincide con quella che 
Wilezynski trovò per altra via e chiamò canonica, La sua equa- 
zione è ancora (7),, se sulla superficie sono adottate coordinate 
tali che K = 0 (p. es. le coordinate di Wilczynski), 

Del resto, data una qualsiasi delle quadriche di Darboux, si 
può sempre scegliere il fattore p in modo che l’ equazione - della 
quadrica considerata sia proprio del tipo (i), 

Malt 


2" — ahy g" = 0; 


Fubini ө Cecu, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxialo 9 


Е 25 PET POE ERE VIS A М-ы IR АЛ АГА Л I PIE MOS LPRETO 


sa 
a 


3 
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contemporaneamente resta scelta una coppia di rette 2 = "= 0 
ed y" = z" = 0 polari reciproche rispetto alle quadriche di Dar- 
boux. Comunque sia scelto р, і risultati precedenti dimostrano che 


at Hn Hn 


i termini dello sviluppo in serie di 6721—92 s riducono 


12 


а — L (fut + yo?) a meno di termini del quart ordine, che cioè 


1 t" Hut "^g 
x (2-57) OG 


è sempre infinitesimo del quarto ordine, che cioè tutte le varie 
superficie cubiche V, definite dalla : 


(8) i l'a — al, y" a" a" л ul By"? + 23) = SAT 


hanno un contatto del terz'ordine con la superficie data, e che, 


" 


al variare di p, nello sviluppo di uy yr in serie di potenze di 
12 
ui +: 


PURE variano soltanto i termini del quarto grado o di grado 


superiore. Perciò lo studio delle vario quadriche di Darboux si 
può illustrare con la considerazione delle varie superficie cubiche 
(8) che hanno con 8 un contatto del terz'ordine, o con l'esame 
delle varie coppie di rette (una uscente da z, l'altra posta in 8 
polari reciproche rispetto alle quadriche di Бай, о con l'esame 
dei termini di quarto grado nello sviluppo in serie recentemente 
citato. Di tali studii si occuparono Green e Wilczynski studiando 
qualche caso particolare (*). 


(*) Nelle Trans. of the Amer. Math. Soc. tomi 9 e 20. Per altri sviluppi | 


in serie efr. Fusini Annali di Mat. Ser. З, Tomo 25 (1916) pag. 229 е seg. 
Invarianti proiettivi-differenziali eco. 


pc Pag PIT PS. S 
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D) La quadrica di Lie come iperboloide osculatore. 


Da ogni punto di una asintotica u = cost. tiriamo le tangenti 
allasintotica v = cost, che esce da tale punto; altrettanto facciamo 
per ogni asintotica v — cost. Otterremo cosi due sistemi di rigate 
asintotiche della superficie S; da ogni punto 2 di S escono due di 
tali rigate, una di ciascun sistema. Lasciando il soprassegno, una 
di tali rigate sarà il luogo dei punti 2" = ж + wz,, (*) ove la u si 
tenga costante, che sono perciò funzioni dei due parametri v, w. 
L'equazione (z" zy," w, d*x")=0 delle sue asintotiche è, tenuto conto 
delle equazioni fondamentali I per le z: 


dw " 
0 ДЕ win B — x| DÌ 


Un primo sistema di asintotiche è formato dalle generatrici, 
che sulla nostra rigata hanno per equazione v — cost. Invece la 
tangente all'asintotica curva uscente dal шо v" == ж + wr, pas 
serà per il punto: 


tu + ii = 1, "E Wuv d. x и? х, EFE к) 


ау 


Tale tangente è pertanto il luogo descritto dal punto 


14 Zw * n AG — Du + wa, + Ж(ж„ + wr, 
12 


al variare del nuovo parametro Z. Il punto precedente ha, con le 
notazioni del $ 21 A, le coordinate 


=] + Zo «a x – ue y —w, =Z, t= Zw 


(*) Qui z" ha tutt'altro significato che in $ 21, C. 


Y 


] 
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e pertanto, qualunque siano Z e w, giace sulla quadrica di Lie 
relativa al punto #. Ora la rigata luogo delle tangenti alle asin- 
totiche curve di una rigata R” uscenti dai punti di una gene- 
ratrice è, com'é ben noto, la rigata osculatrice alla R” nei punti 
della generatrice considerata (che contiene 3 generatrici consecutive 
di R”). Quindi: 

La quadrica di Lie relativa a un punto x à la quadrica o8cu- 
latrice alle due rigate asintotiche della superficie considerata uscenti 
dal punto x. 

Un'altra dimostrazione di questo teorema sarà data al Cap. IV 
$ 2 B. 


$ 22. — La corrispondenza di Segre. 


Diremo che un'equazione v = (u) definisce una linea L della 
superficie data, cioè un sistema di о! punti della superficie e dei 
relativi piani tangenti. Tre consecutivi di questi punti definiscono 
un piano osculatore della L; così come dualmente diremo punto di 

è regresso di L il punto intersezione di tre consecutivi dei precedenti 
o»! piani, Un piano osculatore è quello dei tre punti 


w, dx= va du + o, do, dæ == х, ди -- v, 2*v -|- Xv, du, du: 
ed è perciò il piano p. di coordinate 
(1) é(dudw—dvd?u + Ви — rdv?) + 26, du*dv — 26, dudv?, 
mentre il corrispondente punto di regresso M è il punto 
(2)  «(du2*v — dv 8?и — (idu? + tdv?) + 2v, du*dv — 2x, dudv?, 

Ad ogni piano p. uscente da un punto w di S potremo far 
corrispondere il punto M di regresso per una linea a cui р, sia 
osculatore, cioò il punto d'incontro dei piani tangenti ad S in x 


e nei due punti consecutivi in cui р, incontra S. 
Questa corrispondenza tra i punti (2) e i piani (1) è la cor- 
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rispondenza di Segre. Con le notazioni del $ 21 essa è definita dalle: 
zl PE ¢ + Bn? + 103 Н y = N30 ; 5! = e, 


che è una corrispondenza birazionale cubica. Ai piani di un fascio 
(il cui asse г passi per il punto х considerato) corrisponde nel piano t 
tangente in x una cubica razionale tangente alle asintotiche, la cui 
retta dei flessi è la polare della v rispetto alla quadrica di Lie. 

A un piano corrisponde lo stesso punto mella polarità di Lie 
e nella corrispondenza di Segre soltanto se fdu® — (dv? = 0, cioè se 
il piano passa per una direzione di Segre! (F). 

Ecco una proprietà geometrica molto semplice di queste linee, 
Il Prof. Segre le aveva definite con un’altra proprietà : 

Sia п un piano tale che il corrispondente punto di regresso P 
sia stazionario (cioò P sia intersez. dei piani tangenti ad S in 4 
punti consecutivi dell’ intersezione di S e di т). L'inviluppo di tali 
piani п è un cono (di Segre cfr. 8 16 E) di sesta classe che tocca 
il piano tangente nelle direzioni asintotiche e nelle direzioni di Dar- 
boux. Il punto P descrive una curva di 6° grado che nel punto х 
tocca le asintotiche e le direzioni di Segre. Noi ritroveremo questo 
risultato al 8 24, 

Tutte queste proprietà verranno approfondite meglio in un 
altro capitolo. 


$ 23. — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve. 


A) Primi teoremi. 


Le linee geodetiche nella metrica di cui F, è elemento lineare 
hanno per equazione du 8?» — dvd*u= 0. Più generalmente studia- 
mo le linee che soddisfano ad ип’ equazione del secondo ordine 


(1) а„(4и8%ъ — 0020) =а,„(Вдиз — Cdv8)+-2ha,gdudv(I,du — dv) 


Ove con % indichiamo una costante. La equazione (1) è intrinseca, 
Se la forma data а, (Ваиз — Odv?) è intrinseca, e se tale è 
ldu — 1,00, in altre parole se la forma data al secondo membro 


E After NS 


a Lit A 


n 


List A 7 


sip 


Й 
b 
. 
E. 
я 


£M. А: 


лл УЛ 


ИФ рТ ГА КУ, 
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di (1) è intrinseca: noi l'abbiamo decomposta in due addendi, 
uno apolare ad Fg, l’altro divisibile per Fg. Se io pongo х = pz, 
e indico con 4, , Ôu ecc. i nuovi valori di аз, è? u, ecc, si ha: 


dig = раза ju = + 2 xm du*, ecc. Se si vuole dunque che 


la (1) abbia un carattere invariante PU collineazioni, bisogna far 
la convenzione che alla x = рх, aja = p® ag corrispondano le B— В, 


0-0, 


p Pa ILL 
M, = Му + p M, = M, + a" 


Se così è, diremo che la (1) è anche invariante, Dunque 
la (1) è intrinseca, se tale è il secondo membro; le (1) intrinseche 
anche invarianti sono definite da una forma a,,(Bdu? — Odv?) che 
si trasformi come la Fg, e dai due punti z,-- AM, z, o, 4 Al x 
delle tangenti asintotiche, o dalla retta che li congiunge che è posta 
sul piano tangente e che potremmo chiamare il secondo asse della (1). 

Appare già di qui la corrispondenza tra i differenziali h(l; du — 
— la du) e le rette del piano tangente: corrispondenza tale che, al 


, variare del parametro h, la retta corrispondente (segnando due pun- 
teggiate proiettive [aventi il punto x comune] sulle due tangenti 


asintotiche) descrive un fascio, cioè determina un punto ly x, —1, x, 
del piano tangente. 

Chiameremo primo asse della (1) la retta polare del secondo 
asse rispetto alla quadrica di Lie, cioè l’intersezione dei piani 
+ MI. 

Il piano р, osculatore, e il punto M di regresso di una delle 
nostre linee sono il piano: 


È L — Cdv® 4- 2hdudv(l, du — l, dv) + Pdu? — we + 


+ 2&, du dv — ,غ2‎ dudv® 


e il punto 
x Е — Cd»? + 2hdudv(l, du — 1, dv) — Ваиз + y^ + 


+ 22, du*dv — 22, dud»? , 
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Per ogni direzione du: dv esce una delle nostre linee, Le pre- 
cedenti formole dimostrano che al variare di du :dv 

Tutte le linee soddisfacenti a (1) uscenti da un punto x della 
superficie hanno un punto di regresso che descrive una cubica razio- 
nale avente le asintotiche per tangenti nel punto doppio Y e il se- 
condo asse della (1) per retta dei flessi ; una proprietà duale vale 
per i piani osculatori. Al variare di h la retta dei flessi per la cu- 
bica e la retta cuspidale del cono duale descrivono due fasci polari 
rispetto alla quadrica di Lie. (F.) 

In particolare per le geodetiche (B=C=1,=0) la retta dei 
flessi è la retta (è, E) e la retta cuspidale à la retta (x, X). La 
retta cuspidale per le geodetiche proiettive (quelle relative alla forma 
normale Ф) è proprio la normale proiettiva. Ecco una relazione tra 
geodetiche e normale, che ricorda l’analoga, ma più semplice rela- 
zione tra geodetiche e normale nella geometria metrica! (F.) 

La mostra cubica si riduce a una retta soltanto se 


il cono duale si riduce a un fascio (come avviene per le geodetiche 
della geometria metrica) soltanto se B + В == О + ч = 0. 

In generale si ha: Z piani osculatori alle tre curve soddisfa- 
centi a (1) e tangenti alle direzioni definite da (B+-f)du®=(C+-y)dv® 
si incontrano in una stessa retta. In particolare (B = О = 1, = 0) 
cioè avviene delle tre geodetiche relative alla forma F, tangenti ad 
una direzione di Segre (О.) Teoremi duali valgono per i punti di 
regresso, 

Siano S ed S' due superficie in corrispondenza biunivoca, i 
cui punti sono caratterizzati da uguali valori delle coordinate u , v. 
Siano О ed О’ due punti omologhi. Le curve С’ di S', uscenti 
да O', i спі piani osculatori in О’ passano per una retta fissa uscente 
da O', soddisfano in O' ad una equazione del tipo (1). Altrettanto 
avverrà per le curve C omologhe uscenti da О su S; e quindi i 
piani osculatori a queste curve C invilupperanno, come ha osser- 
vato esplicitamente il Castelnuovo, uno dei nostri coni di terza 
classe. 


P 
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. В) Terne apolari (*). 


Siamo quindi condotti a studiare senz'altro quelle terne di 
curve soddisfacenti ad (1), le cui direzioni formano una terna apolare 
alle asintotiche, cioè quelle terne di curve, a cui corrispondono tre 
valori №, Xe, №? di du:dv, ovo s*-— 1. Supposto h= 1, i tre 
piani osculatori saranno : 


&(D 4- Es" + Fe) + 92 e &, — Ne" È, 
ove 
D-—(B--8j3—(C--q), = — 90, F= 91,02, 


Ora i due piani ё, — pé e &, — оё individuano una retta uscente 
dal punto « della superficie considerata; e viceversa una retta 
uscente da x non posta sul piano tangente é determina due piani 
E, p$ e &, — 06. Queste quantità p e o si potranno assumere per- 
tanto a coordinate delle rette uscenti da ж; esse diventano infinite 
per le rette poste sul piano ё. In coordinate р, о di retta i pre- 
cedenti piani oseulatori hanno per equazione 


(D+ Be" + Fe?) + 202 е2" р — "о = 0. ' 


È E, se per un momento pensiamo р, с come coordinate carte- 
siane in un piano ausiliario, queste equazioni determinano i lati 

F E 
— DIE E] хоу: А 
questi valori di р, с corrisponde la retta intersezione dei piani 
& t 6, 6, 4-146. Perciò: 

Tre curve soddisfacenti a (1), uscenti da х con direxioni for- 
manti una terna apolare (alle asintotiche) hanno piani osculatori 
che formano un triedro, rispetto al quale il piano tangente È ha per 
retta polare il primo asse della (1). (Е.) 


di un triangolo avente per baricentro il punto 


E adi pe Sali ei io A c 


Ek 


(*) Qui e nel seguito sono sovente tacitamente esclase le superficie 
rigato (By = 0). : 


PATTO او وو د‎ a RI > 
ms Mer LA 


t 


£s н. З: 
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Ecco una nuova proprietà geometrica di questa retta, a cui 
corrisponde una proprietà duale per il secondo asse. 


Soltanto se D = 0 i tre piani osculatori precedenti formano un. 


fascio, il cui asse è proprio il primo asse della (1). (F.) 


0) Le coppie apolari e la conica di Wilezynski 


Interpretazione non euclidea della metrica proiettiva. 


Recentemente (1923) il Wilezynski ha aggiunto ai precedenti 


- risultati del Fubini una osservazione notevole, Consideriamo una 


coppia delle nostre curve con direzioni formanti una coppia apolare, 


cioè con direzioni coniugate, corrispondenti cioè ai valori +) di 


du: dv. Posto p = л, i loro due punti di regresso determinano una 
retta, su cui giacciono evidentemente anche i punti (combinazione 
lineare dei precedenti) (*). 


2 |(@ — В). + 2, +2%,, (1-0) + 2] + 292, 


Adottando a coordinate correnti di un punto wa -p y'a, + 2%, 
del piano tangente proprio le а”, у, 3', tale retta, al variare di р, 
inviluppa la conica б 


(ely —l s? = (8—B)(t—O)ys , 


che tocca le tangenti asintoliche у = 0 е х == 0, e rispetto alla quale 
il punto x considerato della nostra superficie ha per polare precisa- 
mente il secondo asse della (1)! Ciò che dà una ulteriore proprietà 
di questa retta, Prendiamo ora sulla nostra superficie accanto al 
punto x il punto infinitamente vicino + dr = x +- v, du + vdv, 
cioè accanto al punto z' = 1, y'= 2' = 0 anche il punto 1, du, dv. 
La retta che li congiunge incontra la precedente conica nei punti 
soddisfacenti alla : 


(a! —1,y' —152):y':2 = + (8 — В) (ү — C)dudv : du : dv. 


(*) Indichiamo eon z, o con х un medesimo punto della superficie. 
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Proiettiamo i due punti precedenti (1, 0, 0) ed (1, du , dv), 
e queste due intersezioni dal punto z' — 1, y — 1, z' = z' = 0. Tro- 
veremo le quattro rette. 


H(z' —l,y' —l 3) — 2 —0, 
corrispondenti ai seguenti 4 valori di Н: 


dv dv 
Н =0 TY = dv n am 
' 1—Ай&—Һ%% 75 — WB— By(y— Odudu 
Perciò il birapporto di queste 4 rette, cioò dei precedenti 4 
punti vale, a meno d'infinitesimi d'ordine superiore : 


1 4- 2/(8 — B) (y — C dudv. 


Ora, assunta la precedente coniea come assoluto di una metrica 
non euclidea, questo birapporto ha un logaritmo, che, a meno di 
un fattore numerico arbitrario, vale la distanza ds non enclidea 
di 2, æ +- dx; per ds vale dunque la: 


ds? = 2т(8 — В) (y — C)dudv 
(m= costante numerica arbitraria). 


Per B — C — 0 si ha la metrica (normale) del Fubini, Si ha 
quindi il teorema di Wilezynski : 

Per le curve corrispondenti a valori arbitrarii di lı, lj, Ag, 
p. es. per le geodetiche relative ad una qualsiasi forma F, avviene 
che, assunta la corrispondente conica come conica assoluto, la metrica 
non euclidea che ne viene definita coincide con la metrica proiettiva 
del Fubini; questa appare dunque come una metrica non euclidea 
ad assoluto variabile da punto a punto. Questa interpretazione della 
forma ds? = 2fydudv è da porre accanto all’ interpretazione che Cech 
ha dato per V elemento lineare proiettivo. ($ 13, B). Ofr. anche i teo- 
remi di Bompiani ($ 21, В). - 


p". E ste 
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D) Curve di un fascio ; l’ asse della superficie. 


Un caso particolare di equazioni (1) è quella a cui soddisfano 
le curve di un fascio, cioò le curve per cui 


MM SNL. 


4 


A 

(2) E Lus = cost. (à == funzione di u Yes E 
À dv 

E 

Differenziando (2) si trova che vale la (1), ove sia posto " 

o 

Sum: Aul, lo Зов ; Ў 

Ор ias 6logas : ۸ F 

2 dv 4 

x 

Un tale sistema di curve sarà detto un fascio di curvo. Е 
Dunque anche рег le curve di un fascio avviene che è piani 3 

osculatori nel punto x della superficie S per quelle curve del fascio Үй 

che escono da x inviluppano un cono di terza classe; la sua retta | 

cuspidale (intersezione dei tre piani cuspidali) è Za retta polare del 4 

piano tangente rispetto al triedro formato dai piani osculatori a 3 si 

curve qualsiasi del fascio, le cui direzioni X, Xs, As? formino una b. 

terna apolare, ; 

E questi tre piani osculatori passano proprio per tale retta E 

cuspidale soltanto se A9 -- = 0, сіод se la terna di direzioni T 

considerata è la terna delle TER di Segre. Per queste vale 3 

dunque il seg. teorema, molto analogo a quello precedentemente : 


enunciato : 

L'unica terna di curve di un fascio uscenti da un punto x 5 
le cui direzioni formano una terna apolare, e i cui piani osculatori 
passano per una stessa retta è la terna corrispondente alle curve di 
Segre (C.) 

Questa retta è poi la polare del piano tangente RD al triedro 
dei piani osculatori in x ad un’altra terna qualsiasi di curve dello 
stesso fascio con direzioni formanti una terna apolare, p. es. alle 
tre curve di Darboux ; e tale retta è anche la retta cuspidale del cono 


VT 


gx t M s 
"VEU POTE) 


Reti o cR а Ё VELI 


"n Mi vite А 
2 f Р - 2 ы © È 
ү, x j? Саа * zu » Ма A 4 BO 
TNT 


TA 
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di terza classe inviluppato dai piani osculatori in x alle curve di 
tale fascio ; ed è anche polare del piano tangente rispetto al cono 
quadrico (duale della conica di Wilczynski) relativo al fascio consi- 
derato (F). 

Questa retta si dirà il. primo asse della superficie in =; la 
sua retta duale, posta sul piano tangente, si dirà il secondo asse, 
che contiene î punti di regresso delle curve di Segre. ' 

Il primo asse (o, senz'altro, l’asse) è l'intersezione dei piani 


2, — (u چ‎ 5 — ey, 
(3) 
eme 


(4) inr T RT tese 
П YS 
+(TE-TE-4)e 


I pùnti di regresso delle curve di Darboux (e dualmente i 
loro piani osculatori) godono di una proprietà assai meno semplice. 
Essi sono i punti 


e 4+ 1 e —l, “| — t, )3 s?" — а, М" 
vob» 
ove Mz — 1:6, = — 3-3 08029), 


Dc 
ъ= — pre log(d,s : À). 


Ogni conica del piano tangente che nel punto x (cioè nel puntò 


= 1, y=z'=t=0) tocca p. es, la tangente asintotica z/—0 ha · 


ы ЖАКЫ БОКА e nox. 
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una equazione del tipo : 
cy? + 2gy'z + 2fa'z' + hz? — 0. 


Determinati c, g, f, ^ in guisa che essa contenga i З punti di re- 


gresso citati, si riconosce subito che essa passa anche per il punto . 


ove l’altra tangente asintotica incontra il secondo asse. (0). 


$ 24. — Le pangeodetiche. Il fascio canonico. 


Noi abbiamo studiato non solo le geodetiche proiettive, ma 
anche più generalmente le geodetiche per ogni forma Fg. Ora stu- 
dieremo le estremali per l'integrale dell’ elemento lineare protettivo 
Fg: Fa, che, come sappiamo, è sempre uguale а pg: ps. Le chia- 
meremo pangeodetiche. 


Se noi annulliamo la variazione prima di di troviamo : 
2 


^ v ГА u? LU 
(1 — DE (5 ё) = 2 B. 


u 


7 du j du 
= — u = — 
dv ° dv? 
che à la stessa equazione trovata al $ 16 E. Questa equazione del 
Fubini è stata da Cech (S 16 Æ, per le superficie ad asintotiche 
reali) scritta nella forma semplicissima : 


(x dè d*x аз) = (È di 4% 4%). 


Ricordando i risultati del 8 5 se ne deduce l’ osservazione 
dovuta pure al Cech : 

Se due superficie hanno contatto del secondo ordine lungo una 
curva, questa, se è pangeodetica per una di esse, è pangeodetica anche 
per l'altra. 

L'ultimo teorema del $ 16 E serve a dare una definizione geo- 
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metrica delle pangeodetiche, perchè dà una proprietà caratteristica dei 
loro piani osculatori. 

Il piano osculatore ad una pangeodetica, cioò il piano passante 
per =, х,и H tyy Vul A- uut? --2z,,u' + zx,,, ove u” è dato 
dalla precedente equazione, è il piano 


0,6 + wo( 2u TE 0.5) + wi(28, а 6,5) , 
ove: Е 
ш» = I(B du? — ао") + (В, ди — t, dv*)dudv + 
+ 2(8, du? — «t, dv? du?dv* 


„200 = 2du?dv(Bdu? + (dv?) ; w, = — 2dudv*(&du? +- dv’). 


Posto w=pdu, w= —pdv, sarà — р = 2100100808 — wj). 
Moltiplieando quindi per p° il valore di w,, si trova: 


0 = 2000, wa (Qui — тш) + 2(8 wd — wi) — (Bu w — 1 i)ugw, + 
+ 2000108, wi wr ий). 


Considerate le w; come le coordinate di un piano uscente da # } 
se ne deduce (cfr. l’ultimo teor. del $ 22) che l’inviluppo dei piani 
osculatori alle pangeodetiche uscenti da un punto coincide col cono 
di Segre ed è un cono Y, di sesta classe, che tocca il piano tangente 
nelle 2 direzioni asintotiche e nelle 3 direzioni di Darboux (F. e б) 
Al sistema lineare determinato da Г, e dai due coni (degeneri) 
wî = 0, wî = 0 appartiene un solo cono spezzato nei fasci wy= 0, 
юу = 0 dei piani passanti per una tangente asintotica e in un cono 
Г, di quarta classe. L'equazione di Г, si trova essere: 


0= 2w, (Bui — тил) + (т, wi P Bu ш) + 200 ША ш Ж ui). 


Troviamo (Introd. $ 4 C) le rette principali di questi due coni, 
Dobbiamo cercare, tra i coni del sistema lineare determinato da Г, 
e dai fasci di piani aventi per sostegno una retta di Darboux, cia- 
scuno contato quattro volte, quel cono che si spezza in questi tre 


pren e PI PP 
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fasci di piani, e in un quarto fascio, il cui sostegno sarà la retta 
principale di P,. E uno studio analogo si farà poi per Гү. 
Un facile calcolo dimostra che la retta principale di Г, è 
1 / elogyg? 01008? "s 
س ر‎ ( ONS TEE Lon 


cioò è la retta d’ intersezione dei piani 


; 1 ôlogrp? . oa [1 doge 
(1) 28 + (3 Dile dS А}, 26, + NS RACIO SPEC 0, ©» 


cioè è la retta che congiunge œ ad 


1 dlogrf*\. 
(1) bis Suo + "Bc (- 30, + Meno vga v. + 
+ «t 30, + TENE T s. 


Così la retta principale di Г, è la retta intersezione dei piani 


1 дору” 23 (s 0logg*i 
() (Е — me, y, dt (ET oa 


che congiunge x al punto 


1 [ 01068“ 1 /Gdlogy'p* 
Gu sot و‎ ) ge ta (Е б), 


da confrontare con le (2) e (3) del precedente $ relative all'asse, 


In coordinate normali’ (By = dı) l’asse e le rette principali | 
sono quelle che congiungono il punto æ al punto: 


Lun — i (E + 2 5а, — 30 +2 Ip. (asse) (б) 


т в 8 
o erre в 


prin- 


; cipali) 
70090 чу (+ 2 foeu M zu 4:8 E. (№) 


M T ^4 "d 


bi 


ove A ha un valore numerico ( aik per l’asse, \ = — —- , 


РАТИО РЕ ISR T 
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Si noti che la retta congiungente x al punto 


Ou sen (E+ 8) а (а) € 


51 può (Е) definire come la retta pseudoprincipale, la quale è so- 


stegno di un fascio di piani, che, insieme ai fasci di piani aventi 
per sostegno una retta di Darboux, formano un cono (degenere) 


«appartenente al sistema lineare determinato da Г, e dai fasci di 


piani aventi per sostegno una tangente asintotica, ciascuno contato 


4 volte, 


L'asse, le rette principali (3) e (3) yı, e la normale proiettiva 


appartengono ad uno stesso fascio; il fascio canonico, in cui troveremo 


ben presto altre rette fondamentali per la teoria. 

Così p. es. la normale protettiva si potrebbe definire come U unica 
retta del fascio canonico, le cui sviluppabili corrispondono per una 
superficie generica ad un sistema coniugato. Noi chiameremo cano- 
niche tutte le rette congiungenti x ad 


Werte (LL a£) (2 ы) 

2 (E a ea, + (e + 2 ys, 
l 
6 


ык i per le rette principali, 420 per la normale proiettiva) 
/ 


BAUR 


$ 25. — Congruenze di rette (*). 


A) Sviluppabili e fuochi, 


Abbiamo già visto al $ 23 che a un differenziale 1, du — l,dv 
‘corrisponde una coppia di rette duali: la retta r' congiungente i 
punti z, + 1,2 , x, + lax , intersezione dei piani & e ws + lê, + 


(*) Oltre ai primi studii del Fubini negli Atti della R. Accad. di Torino 
(1918) si devono ricordare le posteriori, ma importanti ricerche del Green. 
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+ l6, , е la retta r duale, intersezione dei piani &, + 7,6, $,4- 56. 


congiungente i punti z ed z,, + ly Le + lu. 

Noi preferiremo considerare queste due rette come definite dal 
differenziale coniugato l du + lj dv, convenendo che ad una trasfor- 
mazione û = pa corrisponda la T; = 1, + = por è= 1,2. So- 
vente scriveremo l= lg, l = m. 

Al variare di ш, v la retta r descrive una congruenza K, la т" 
una congruenza К’, che diremo congruenze duali. Cerchiamo i fuochi 
della retta r della congruenza К. Se а + (vu + lx, + mw.) ne 


è un fuoco, devono potersi trovare du:dv e due parametri À, p 
in guisa che: 


da + Ваа, + lo, t ma,) = àv + Uus + lay + ma). 


Tenuto conto delle equazioni fondamentali I, il primo membro 
si potrà scrivere nella forma Axy + Вх, -- Cz, + Du ; sarà D= h, 
C= р, B= рт, А = pdl, cioò dovrà essere В = mO, А = IC. 
Ora si trova : 


О = R(d0 + 140 +- mdu) , 


А = du + nes - 0,,)du + dl -+ 10, du -- m(dv 4- Tag dv| , 


e una formola analoga per B. Eliminando dalle B—m0=A — 10=0 
la R, si giunge а equazione delle sviluppabili di К: 


(D oz (ss + ч. — mb, + 18 — nne + (m, — L)dudv + 


A (— Tag — 1, T 10, — тү г P)do?, 


Ineidentalmente voglio osservare che alla terza forma fonda- 
mentale my du? -- ra, d»? di una superficie si poteva giungere anche 
studiando tale equazione (1) p. es. per 1 = m = 0. 

Eliminando invece du: dv e ponendo R = p:aj4 (cosicchè p 
avrà significato intrinseco) si giunge all'equazione che determina 
i fuochi 


(2) — E aput LIBE BU + Ut m — 2n) + ...=0. 


Fonni o Krom, Lexioni di Geometria proiettivo-difforenziale. 10 
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L’ equazione delle sviluppabili di К” si otterrà da (1) cambiando 
B, y in — B, — e Ty in pu. Ricordo che: 


1 1 
AE 97 (dıı + B. + 0) ри = TN (Т — p, — 0,) 
(3) i 
Tag = DE (das + tu d- 10.) Paa = 3 (doa — Yu — YOu) 


Se а, = BY, edl=m=0 , Cioò se ^ è la normale proiettiva, 
i valori di T diconsi le curvature (proiettive), i valori di p i raggi 


proiettivi di curvatura, perché nella metrica proiettiva sono le di- 
stanze dai fuochi di una normale proiettiva al suo piede. La (2) 
dimostra che : 

: ON ы II AL 1 

La semicurvatura protettiva media zi 4j x) vale la cur- 
vatura della forma (py diminuita di 1; teorema che ricorda Г analogo 
di Gauss per la curvatura totale di una superficie nella geometria 
metrica. (F.) 

I centri di curvatura e i ue æ, X ві dividono armonica- 
. mente se Ф, ha la curvatura #1 , cioò se la quadrica di Lie e la 
quadrica normale coincidono. (б.) 

Una congruenza K(K') si dirà coniugata (armonica) alla super- 
ficie, se le sue sviluppabili corrispondono a un sistema coniugato 
di questa, o sono indeterminate. Basta osservare la (1) per con- 
cludere : 

Quando la congruenza K è coniugata alla superficie, la K' à 
armonica ; ciò che avviene soltanto quando ldv -|- mdu è un differen- 
ziale esatto ; nel qual caso, con una trasformazione di coordinate 
æ= рт, si può renderlo identicamente nullo, donde segue: 

La più generale congruenza K coniugata alla superficie è quella 
delle rette congiungenti x а (px)ay ossia а Ay(px). 

Ricordando qual’ è il modo più semplice per determinare un p 
($ 152) ne deduciamo (F.): 

La più semplice congruenza K coniugata alla superficie e deter- 
minata in modo intrinseco invariante è quella delle normali protettive. 
Teoremi duali si hanno per K'. 
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B) Le direttrici di Wilezynski. 


Ci chiediamo : Quando si corrispondono le sviluppabili di K , K' ? 
Caso 1°) І, + т, ; le sviluppabili non sono indeterminate, nó 
corrispondono a un sistema coniugato, In tal caso dovrà essere : 


Tia + 18 = ру — 18 тәр + MY = Pog — тү 


ossia per le (3), se у 3:0: 
| _1_ 84 


©: 1 д1ора+ 
I xa PED эчи ттк dia SL 


La retta canonica per  — — i. già trovata al 8 24 coincide 


con la retta r qui determinata. 


La retta r corrispondente si dirà direttrice, o prima direttrice, 
la #° seconda direttrice ; la loro scoperta è dovuta a Wilezynski, che 
le ha definite come le direttrici della congruenza comune ai complessi 
lineari osculatori delle due asintotiche (*). Per dimostrarne questa 
loro proprietà basterà dimostrare che esse sono il luogo dei punti 
che hanno lo stesso piano polare in questi due complessi. Ora noi 
sappiamo (S 18 B) che, considerate le & come coordinate del piano 
osculatore ad una asintotica, esse seguono le nostre convenzioni 
relative alle curve; e perciò nel sistema nullo osculatore ad una 
asintotica v = cost. al punto 


Con dute — 3 911% corrisponde il piano uu — 0,6, — jut 


.(*) Bompiani ne ha scoperto la seguente proprietà. Demoulin ha dimo- 
Strato che le quadriche di Lie hanno un inviluppo che tocca la quadrica di 
Lie relativa a un punto P della superficie, oltre che in P, in 4 punti vertici 
di un quadrangolo, di oui quattro lati appartengono alla quadrica di Lie, e i 


due rimanenti sono reciproci rispetto ad essa. Una direttrice di Wilexynski - 


st può definire come la retta uscente da P che si appoggia a questi due lati. 


Me uo 


* 


AU E rrr UIS 


A b dir atis » 


М Е". 


Рат 
РС ъъ 


At TOM" Y c1 


10 


“ЖА 
"E Dee | 
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cioè, рег le equazioni fondamentali I, al punto A | 


1 «1 
fr (раа) = fr — 37 e 0) 
‘corrisponde il piano E ; 


— [i+ |, 


E. i quali evidentemente si corrispondono anche nel sistema nullo 
— . . - osculatore dell’ altra asintotica =cost. Altrettanto dicasi del punto В | 


m. di coordinate ух, — + (tu + 10) e del piano corrispondente, La | 


E. retta AB, che è precisamente la seconda direttrice sopra definita, 
_ Ла dunque nei due sistemi nulli la stessa retta polare, che è preci- 
— samente la prima direttrice, duale di AB, cioè polare di AB anche 


E. rispetto alla quadrica di Lie. Dalla teoria delle superficie rigate ве- 
° guirà poi che A е В sono i coniugati armonici del punto considerato x 
pe. della superficie S rispetto ai punti flecnodali delle corrispondenti ge- 
~ meratrici delle rigate asintotiche uscenti da x; ciò che dà un quarto 


n modo per definire la retta АВ. (Ricorderò qui che Wilezynski ha 
- . ancho studiato i complessi lineari osculatori alle rigate asintotiche). 

1* Oss, Se la superficie iniziale è rigata, p. es. B = 0, per 
tutte le congruenze K , K' definite, scegliendo 1 ad arbitrio e ponendo 


DO ораз 
2 du 


avviene che alle sviluppabili di K corrispondono le sviluppabili di K'. 
2* Oss. Non si esclude che i valori (4) soddisfino alla l, = my. 


E Si vede subito che ciò avviene ossia che le congruenze delle diret- 
|’ trici sono coniugate od armoniche alla superficie soltanto se questa è 
A. 2 : 

Бе, isotermo asintolica RIA UU" 

y^ диду 
® 0) Congruenze K coniugate е К” armoniche ad 5, 


tra cui si corrispondono le sviluppabili, 


Rispondiamo ora alla domanda postaci in B) nel caso di con- 
gruenze armoniche coniugate ad jS, cioè nel caso l, =m,. Le svi- 


Wer Le 


s SSY ا‎ I Юі оо 


Күр: 
Er D "dw , d جت‎ 
5 X » ад (des 92 * 


+? y 2 (acd Г | А 1 y x ; à UM s pA a. 
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luppabili si corrispondono se, posto 1= — E OR diede EE , 


è: 
Bb. — -E (BH POND — qb.— (i+ 1099 


Più v OP, + da P Pu nti 0,Ф, n Y da2 Ф 


Oppure, essendo 1, = т,, potremmo, cambiando il fattore di 
proporzionalità delle a, rendere, come già sappiamo, == т = 0. La 
nostra condizione diventa allora semplicemente: түү: Piy = Tag : Pes 
equivalente alla фуу: 9 = Pas: dog [ofr. le (3)]. 

Una semplice proprietà geometrica di queste congruenze si 
trova, ponendoci con Cech la seguente domanda: Quando mai si 
può scegliere sulla retta т in oo! modi un punto Р ed in corrispon- 
denza il piano x che lo proietta da r', in guisa che al variare di r 
il punto P descriva una superficie S', di cui m è il piano tangente? 

Se con z' e è indico, per brevità, le coordinate di Р, т, 
dovrà essere : 


St'a! = Sit = Sz, = 0. 
Per ipotesi esistono due parametri p, o tali che: 
2 = Cut 18, + тх, + pe, = bus + Eu т, +06. 


. Sostituendo nelle precedenti e trascurando i termini che non 
dipendono nó da p, nó da o, si trova: . 


pe—o-4.... pa = (0,4- 2m)p-F.... рь = (0,4- 2)р-+-.... 


Per l'ipotesi fatta la posizione iniziale di P è arbitraria, per- 
chè alle congruenze K , К” corrispondono co! superficie S'. Te con- 
dizioni d’integrabilità delle precedenti equazioni in p devono per- 
tanto essere identicamente soddisfatte. Ciò dà 1, = my, provando 
che le congruenze K , K' devono essere coniugate alla superficie’ S ; 
e, variando il solito fattore di proporzionalità delle coordinate omo- 
genee, potremo supporre | = m = 0, e quindi: 


qus uv t pa e = a + $o. 


n 
tar 
E 
35 
rd 
" 


"dose an hs xci eem E 
, x 


Ci 
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E quindi 


u 0.2 = Ех, + Fo, duo — (0,)z, 


= ove non ci interessano i valori di E, Р. La Sé'z'— 0 determina 
o+ р; la 82, = 0 diventa, per le precedenti : 


Sd 


Pu = PO, — — р. 


E la S£2;— 0 dà analogamente : 


ô 
p, = p0, — 2t — үрү. 


La condizione d'integrabilità è: 
3 (LER). (miS 


dv dig du ай 


che, in virtù della ultima delle (12) $ 16, diventa: 


Polbo + BO) = Prali + YOu); 
che equivale alle precedenti p,,: түү = Pag: Tog in virtù delle (8). 


Alla domanda sopra postaci soddisfano perciò tutte e sole le 
congruenze K , К" armoniche ad S, su cui si ERE le svi- 


ШРШ, 


D) Le superficie a curvatura — 2, 


ne 
Possiamo chiederci con Cech anche quando mai si può im cot 


modi scegliere su r' un punto Р il quale generi una superficie Ў, a — 


cui sia tangente il piano т che da P proietta т. Se P è il punto 
2 = Mtu + ma) + (e, + 02), 


il piano x è 
E = AG, + mt) — p + 1. 


м 


А Pe 


undis. 


OWT Re ESTE PSP? 


a bm 1 


(8 25, Р) GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI 


La condizione S£'dz' = 0 dà, posto p = А: р 


Pu = Bp? — (2m + 0,)p Po = — Y + (24 0.)р. 


La condizione d'integrabilità, che deve essere soddisfatta identica- 
mente in p, dà: 


„++ m, + (BY F Ou) = 0. 


Dalle prime due si trae: Le congruenze cercate sono quelle delle 


direttrici di Wilczynski, E l’ultima dà poi, sostituendovi i valori 
trovati delle Z, m , l'equaz, di Liouville : 


1 ê logfr p 
7 3 дидо ai edat 


Si trova così che, cambiando i parametri delle ш, v si può porre 
Ву == (740); si trova poi dalle equaz. precedenti : 


id k— u 1 k+v 1 


p k+v utv’ p k—u u +o 


(k — cost.) 


ciob: Le superficie S per cui esistono due congruenze duali K , K' del 
tipo richiesto sono quelle, per cui la curvatura della forma p, vale 
— 2; e per queste superficie le congruenze К, K' sono quelle delle 
direttrici di Wilezynski. La 8 ed ogni X, come è facile riconoscere, 
sono falde focali di una congruenza О. Infatti, posto р = 1, А — p, 
il calcolo- effettivo dimostra che x) — pai, è combinazione lineare 
di x e di pz, +- z,, cioò di ж ed z', precisamente come avviene 
di pz, + x, = а — (pm + l)a. 

Quelle delle precedenti superficie che sono isotermo-asintotiche 
(per eui cioò si può supporre 8 == ү) sono tulle e sole le superficie, 
di cui le asintotiche appartengono a complessi lineari. ($ 18 С). In 
tal caso la C è congruenza W. 


sà 
n 

X 
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ایا 
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E) Le congruenze а sviluppabili indeterminate. 


Vogliamo verificare col calcolo diretto che le congruenze K a 
sviluppabili indeterminate sono quelle, le cui rette escono da un 
punto fisso, insieme al teorema duale per К”, Se le sviluppabili 
di К sono indeterminate, è L, = m, ed esiste una funzione Ф tale 
che — dlog® = mdu + 140. 

Esprimendo che (1) è. un'identità si trova : 


Pu = 0, Py p (o, XR 7,, 0 , Pi per 0,9, "i 19, "te Tag P 


Perciò Ф è una combinazione lineare bê +- ст 4- eC + fr delle coor- 
dinate di piano tangente con b , с, e, f == cost. ; la retta r generica 
della congruenza К è l’intersezione dei piani & = $P, — Фё,, 
& = tb, — ФЕ,. È evidente che questi due piani passano per il 
punto fisso (b, с, е, f), per cui passano dunque tutte le rette di К. 

Be, come in casi analoghi, avessimo cambiato coordinate omo- 
gonee in guisa che l= m = 0, cioó P= 1, la (1) sarebbe riuscita 
un'identità se пу = т, = 0. Cambiando tetraedro di riferimento, 
avremmo potuto rendere la quarta coordinata © del piano tangente 
uguale ad 1; la retta 7, intersezione di é,, ё, sarebbe passata sem- 
pre per il punto z — у = z= 0, Ci chiediamo ora: Quando avviene 


„Che le sviluppabili sia di К che di K' sono inde'erminate? In tal 


caso si possono (essendo mdu + idv un differenziale esatto) scegliere 
le coordinate omogenee di punto in guisa che L= m= 0. Le svi- 
luppabili saranno indeterminate se ру = pas = түү = тә, == 0. L'os- 
Sere Py = руз = 0 significa che, cambiando il tetraedro di riferi- 
mento, si può rendere p. es. la t=1, in modo che le x,y,z 
siano coordinate non omogenee. Essendo туу == Ty = 0 le coordinate 
di piano tangente devono soddisfare ad una equazione lineare a 
coefficienti costanti : 


hê + kn + rt += cost, (h, Е, r — cost.) 
(Cfr. рій sotto). Scritta 1’ equazione del piano tangente nella forma: 
&(x — h) «(y — k) + the —3) + (e 4- hf У en + tr) = 0 


se ne deduce che, con una traslazione di assi ed una similitudine, 
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tale piano. acquista l’ equazione 
gu ny te= 1; 


le nostre superficie (come si vede interpretando x, y , 2 come coor- 
dinate cartesiane ortogonali) sono dunque quelle, i cui piani tangenti 


hanno la distanza MUR SE dall'origine, ossia ($ 18 A) essendo 


excu 


4 
&, 1, € di Lelieuvre, sono quelle per cui tale distanza vale V- Fi ove 


K qui indica la curvatura totale di Gauss (о almeno si riducono 
a queste superficie con un cambiamento di assi coordinati). 

Si potrebbe anche dire che le mostre superficie sono quelle, а 
cui, secondo le nostre convenzioni, « coordinate non omogenee (t — 1) 
di punto corrispondono coordinate noù omogenee di piano. 

Noi abbiamo scritto poco fa la relazione lineare cho lega le 
& m 6, * (in virtù delle 74 = 0) nella forma hê kq t= cost. 
Ciò è lecito, escluso il caso che tale equazione abbia la forma 
hê +- kn = r = cost., e non contenga т. In questo caso, cambiando 
assi, posso ridurre p. es, = 1, pure conservando t= 1. La con- 
gruenza К luogo delle rette (£,, £) appare (quando il piano (= 0 
sì consideri come piano all'oo) come la congruenza delle rette pa- 
rallele all'asse delle a, e la congruenza К' come la congruenza 
delle rette all’ infinito; Questo è dunque il caso particolare che si 
presenta quando il punto comune alle rette di K giace nel piano stesso, 
a cui appartengono le rette di K'. 

Si noti ancora che dalle t= p,,- 0 segue f0,-- B,— (0, -]- 1,0 ; 
la retta r che genera К è la retta che unisce x ad Xay, che, per tali 
condizioni, è la direttrice. Partendo da questo fatto studieremo di 
nuovo queste superficie al $ 28. 


$ 26. — Lo spigolo (edge) di Green. 


Cerchiamo il polo В di una tangente asintotica (x, x,) in un 
punto x della nostra superficie rispetto alla conica osculatrice del- 
l’altra asintotica v == cost. nella sola ipotesi В + 0. Secondo le con- 
venzioni del Cap. I°, a forma cubica Fẹ dell'asintotica о = cost.. 
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posso Айше. la forma 

I (s. — Eu Tua) du? = Ba, dut, 
‘e come coordinate £ della sua retta tangente le 


t= E (=, tu). 


Va ,. È 


Dal $ 7 Dsi deduce che il. polo della retta 4, + а rispet- 
to alla conica oseulatrice della dv = 0 è il punto x, + oz. Posto 
o=— + RA log(aj, : B), se ne deduce che il polo della retta (x, x,), 
cioè della tangente all asintotica u = cost.; è il punto B 


1 ólogas:f 
(1) Vu ص‎ ^ DA e v. 


Il punto B si può anche definire come il polo della retta (x xy) 
rispetto alla conica osculatrice della proiezione dell’ asintotica v= cost. 
fatta sul piano tangente È da un punto qualsiasi V del piano 


1 910ра%: 8 


che è il piano polare di В sia nella polarità di Lie, che in quella 
definita dal sistema nullo osculatore alla v = cost. (Ù.) 

Analogamente, se т #0, definiamo un punto A sulla tangente 
asintotica (x, x). La retta AB si dirà il secondo spigolo, la retta 
duale il primo spigolo, o senz’ altro lo spigolo, 

Ne segue: I punti A, B ove il secondo spigolo taglia le tangenti 
asintotiche sono coniugati rispetto ai due coni quadrici osculatori alle 
asintotiche (nel punto x considerato sulla superficie S) à quali abbiano 
il vertice V sul primo spigolo. 


Consideriamo una retta del piano tangente & passante per 
il punto B, e la retta duale congiungente х ad z,,-- ltu — 


ч“ 
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2. 
- DD v, (dove Zò per ora arbitrario). Scrivendo la con- 


dizione che i coefficienti di dw? nelle equazioni delle sviluppabili 
di K, K' coincidano, troviamo 18 + + (8, + 80.) = 0. Quindi: 
Se В #0, la retta r congiungente x ad 


1 д LEO 
(3) Wu» — سوہ‎ Fo log (Baig) tu — cara 1ор(а?, : 8), 


gode delle proprietà dello spigolo per ciò che riguarda la asintotica 
v— cost, ; l’involuzione di direzioni di cui una coppia corrisponde alle 
sviluppabili della congruenza K luogo di r, e un’altra coppia alle 
sviiuppabili della congruenza duale K' ha per raggio doppio la tan- 
gente all’ asintotica v = cost. 

Nel caso y = 0 Sullivan era giunto a questa retta studiando 
i complessi osculatori alla superficie rigata data; e Green l'aveva 
per le rigate (cioò appunto nel caso y = 0) sostituita alla direttrice - 
del Wilezynski. Green, dopo il Fubini, ma in modo indipendente, 
era poi giunto al concetto di normale proiettiva cercando una retta 
del fascio determinato dall’ asse e dalla direttrice, la quale generasse 
una congruenza coniugata alla superficie data; con questo metodo 
però, come già abbiamo osservato, non si riconosce la necessità 
della definizione da noi posta per la normale proiettiva. 


$ 27. — Il fascio canonico. 


Le rette (8 24, 25 B e 26) congiungenti x ad 


ólogg?r ologp* 
Cuv + Д dv Cu + miy J 


1 дов 1. до EL 
Mu c uere 


[di cui l'ultimo termine si annulla in coordinate normali] descri- 


ТӨНУ. AT CAPITOLO TERZO = TS в epo 


vono il fascio canonico, Precisamente per 


1= 0 si ha la normale proiettiva, (F.) 


Ker m si ha la direttrice, (di Wilczynski) (Cfr. anche $ 24)(F.) - 


2 


À -—lai ha lo spigolo, (di Green) 


= doi ha l’asse, (di Tech) (*) 


+, —À si hanno le rette principali, (Е.) 


\== 


) = оо ві ha la tangente canonica della data superficie, (F.) 


\= costante numerica si ha una retta canonica. 


Tutte queste rette formano, a 4 a 4, birapporti soltanto numerici. 
Così p. ев, la retta coniugata armonica della tangente canonica rispetto 
alla normale proiettiva e alla direttrice è lo spigolo ; la coniugata 
della tangente canonica rispetto alla normale protettiva e all'asse è 


una delle rette principali ; la coniugata della tangente canonica rispetto 


alla normale e alla precedente retta principale è l’altra retta princi- 
pale. Lo spigolo e lu direttrice dividono armonicamente la normale 
е l’asse. 

Solo le rette normali descrivono per qualunque superficie una 
congruenza coniugata alla superficie ; un’altra delle precedenti gode 


(*) Le rette congiungenti œ ad 


Luv + mio (UE a, - E „, \, 


до ди 


dove i ve” sono scelti in modo che il loro prodotto sia f, sono (Bompiani) 


intersezione dei piani osculatori a due linee di Darboux e del И? osculatore 
ad una linea di Segre. | 
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della stessa proprietà soltanto se la superficic è isotermo asintotica, 
nel qual caso la congruenza generata da una qualsiasi retta canonica 
è coniugata alla superficie. 

Quando mai le rette canoniche coincidono tutte tra loro? Evi- 
dentemente soltanto se ' 


йорт _ до o 
dv (Ra 


cioè se le linee di Darboux sono geodetiche per l'elemento lineare 
2ydudv (Bompiani). | 

Cambiando i parametri w, v delle asintotiche potrò allora ren- 
dere В = = 1; e le coordinate normali (a, = By = 1) soddisfe- 
ranno alle: 

Quy = do F- ру Lo = Tu + рз. 
La condizioni d’integrabilità danno tosto : 
“Pyu = си -+ h Pag = W + k (o, h , k = cost.) 


Le superficie di coincidenza (per cui cioó coincidono le rette 
canoniche) sono le superficie, i cui punti soddisfano a equazioni 


del tipo : 


(1) guy = х, + Lou + №) П Co = du + аси + №). 

(c, h, k= cost.) 
e sono tutte tra di loro proiettivamente applicabili (perché hanno gli 
stessi valori di В, 7). nte equazioni si integrano immediatamente 


nel caso c= 0. 
In tal caso, posto ® = Ae!“+"% (A, m,n = cost), si trova: 


m=n+h, n=m4k, ossia (т®—)%=т-- k. 


Se m;(i=1,2,3,4) sono le 4 radici di questa equazione 
(supposte distinte), ed n; i corrispondenti valori della », a coordi- 


. nate dei punti della nostra superficie potremo addottare le: 


(2) w= olt Mn $5 y= gts ung t, z= "41130. {= eat, 


T 


E 


rA 


E» А - AE 
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Determinando le costanti r; con le equazioni Em,r, = Enr; = 
= Xr, = 0, troviamo che l equazione delle nostre superficie è l equa- 
zione omogenea di grado zero 


(3) ai уз з 4 — cost, 


Se A=%k=0, si ha m,—0,1,«a,o* ed n,—0,1,a*, а 
соп a? = 1, e la superficie si riduce alla yzt = 28, Tutte le altre 
superficie di coincidenza sono dunque prowllivamente applicabili su 
questa, 

Lasciamo al lettore l'esame del caso che non tutte le m; siano 
distinte. Viceversa ogni superficie (3) è una superficie di coincidenza 
(per eui c = 0). Infatti, posto t= 1, l equazione (3) diventa del 
tipo: z= c" y'; per una tale superficie l’ equazione delle asintotiche è 


r(r — 1)y*da? +- 2rexydady + s(s — 1)z?dy? = 0. 


Se 2, В sono le radici costanti di questa, considerata come 
Uns : "T И. d 
quazione nell'incognita —— : 2097 si riconosce che le equa- 


zioni delle asintotiche sono 
= logu — alogy = cost. , 0 = loge — Blogy = cost. 


e che perciò logz, logy, logz sono lineari nelle w, v, mentre 
logt = 0. 3 

Essendo t= 1, sarà p,;j= роз = 0. E, per calcolare f, basterà 
ricordare le due equaz. (nelle 0,,f, riguardate come incognite) 
Cuu = 0, 24 + Boy Yuu = 0, Yu + BY) per dedurne che f = cost. 
Similmente si prova y = cost, come si voleva. 

Queste ultime superficie godono di un’altra notevolissima pro- 
prietà, Consideriamo una collineazione a'—4, v, y = ky, Z = kgz, 
{== kıt con №, = cost. Sia S una superficie ed 5” la sua trasfor- 
mata per tale collineazione. Se S ed 8 sono le falde focali di una 
congruenza, di cui w e v sono le sviluppabili, varranno delle equa- 
zioni del tipo : 


ty = № + ya x, = рх 4 ox", 


Lu ue 


„== A + uk) , a, = (6+ £y 


e analoghe in y, 2, t. 


Moltiplicando х, у, 2, per uno stesso fattore posso rendere: 


) = 0. Sarà allora: 


log» u 
e = پلا‎ 04 P (e analoghe per у, 2, t). 
Dunque 

(4) bo 4-0 (i=1,2,8,4) 


Ma, se la collineazione non si riduce ad una identità, vi sa- 
ranno almeno due delle %, distinte tra di loro, Dalle corrispondenti 
equazioni (4) si deduce che i rapporti pw: Out pu sono costanti. 


Potremo dunque porre p, == Mpu; o = Spy, P= tP, con т, 8, 


costanti e ¢ funzione di u, о, Sarà così: 


„== №, MPA E ( A xe 

Л 

e quindi 

Ф 
ki Фи, = ( + i) 

1 
"des 
ki 
E quindi sia х, che y, 2,4 sarebbero, a meno di fattori costanti, 


uguali ad e; e il punto (w y zt) sarebbe fermo. Dunque gy= 0, 
t -—U--V con U funzione della sola ш, V della v; ed è 


che deve valere anche per ka , kg , ka. Se Yur FO, allora kK,m=s8+ 


TJ. r 
ge е7" ++ È) р (i, = cost.) 


insieme all'analoghe per y,z,t. E, se le r; sono costanti tali che- 


Xr, = kr = > EE +) zx " 
i 
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la nostra superficie ha l equazione del tipo x” y^* z"s {7з = cost., 


cioè è una superficie di coincidenza con c= 0 (su cui però le at- 
tuali u,v segnano un sistema coniugato). Tali superficie sono 
dunque caratterizzate dal fatto di essere prima falda focale di una 
congruenza W, la cui seconda falda le è collineare in una proietti- 


‘vità di tipo generico, 


$ 28. — Le superficie per cui una retta canonica 


passa per un punto fisso, e superficie duali. 


А) Caso delle normali proiettive. 


Studiamo quando le seconde normali giacciono in un piano 
fisso e perciò generano una congruenza a sviluppabili indeterminate. 
In coordinate normali ciò avverrà se фуу == Pag = 0, se cioò le coor- 
dinate normali sono anche coordinate non omogenee, cioè quando, 
calcolato l’ invariante Z in coordinate non omogenee, si trova I= cost.; 
questa condizione, рег z= f(x, y), equivale ad una equazione alle 
derivate parziali del terzo ordine per z. Il piano fisso su cui giac- 
ciono le seconde normali (aventi і punti x,, х,) risulta poi il piano 
t=0 а infinito. Un teorema duale vale per le superficie, le cui 
prime normali passano per un punto fisso (l analogo proiettivo delle 


sfere). (б.) 


B) Formole generali. 


Studiamo una retta canonica qualsiasi con A +0, oo. Perchè. 


la prima retta considerata passi per un punto fisso, e quindi generi 
una congruenza a sviluppabili indeterminate, la superficie dovrà 


` essere isotermo-asintotica ; e noi potremo supporre f = ү. Scegliamo 


coordinate non omogenee di piano tangente (ту = Ta = 0). La retta 
‘considerata è quella che congiunge z ad 


luo — Я. Cu — y ш. (н = au jeu) 


di % y А a pat, y det ANUS 
Ei ht zt ae TRU ү Salt csk v " 24 Ж, 
y d =, чь С] 


— "PLATO Я 


ГЕ ne n ni 


Scrivendo che le sviluppabili sono indeterminate, si trova: 
Н.„ = 0, H, — ВН, Н = 0,H, — ВН,. 
Ora 
a, = Н 2018), 0 = loga,, = ?logH + 2(1 + 8))logf 
E quindi ($ 16 D): 


fier nego, Fic n 29% {1 002149) 
D= Gu 9 б, + 80, + В. = Su logg” M» 


Tb [loger f tB д e PT Ae 


Una formola analoga vale per M. 
Possiamo ora cambiare coordinate omogenee in guisa che: 


(1) а= GIF) 6=2(1+3))logR е quindi H— 1. 


Dal confronto dei valori precedenti di ZL, M con quelli validi 
in generale risulta che sarà туу = Toa = 0, ahis precedentemente, 
Potremo perció supporre &ontépporahédninte Tir = Tga = 0, Н = к=], 
Sarà роі: 


(2) ри = Tu — 80,— В. = — 3(1 H 2)8,; рә = — 3(1 H 23)8,. 


Varranno così le: 


РАА А 1) а, + ра, Kien, 


(3) Vo = Beu — (k + 1) Bs. + km, 


ove: ke —8(1--2). 3(14-3)- — kb —1. 


Essendo Н = 1, la nostra retta canonica è semplicemente la 
retta congiungente x ad u» Con una collineaz. unimodulare a coef- 
ficienti costanti, che non muta i valori delle p, z, potremo portare 
il punto fisso per cui passa tale retta nel punto v= y= 4= 0. 
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Varrà pertanto una equazione 
(4) cu, tpe=0 (per v= х, у,2, non per = = t). 
Serivendo che (3), (4) formano un sistema integrabile, si trova: 


„= ) + 1( m —#= — (+?) 


put (E + p is К. + 88) = 0. 


Sostituendo nelle ultime due il valore di ( dato dalla prima, 
si trovano due equazioni alle derivate parziali per B. 


C) Il caso 1---X=0 (per l’asse). (C.) 


Le (5) diventano semplicemente 
(6) Bou + 380, a Bev + з = 0. 


Gli assi passano per il punto fisso О di coordinate z— y=z=0; 
cioè tutti i piani osculatori ad ogni linea di Segre passano per О, 
Si tratta delle superficie di Cech а lince di Segre piane. Le (3), (4) 
diventano 


(7) а = Bag — Bot Bos = а, — Baw (por х= 2, Y, 2,1) 

(8) Luo mm ^o (per z- 2, y, 2, non per v= t). 
Una prima soluzione di (6) è 

(1) В = cost. 


Altre soluzioni si trovano supponendo che f sia funzione della sola 
w= au -+ bv con a,b = cost. | 
Le (6) danno «f= 30668 = b Bouwt 388 = 0 donde a? = 0°; 


Саш ا‎ гь 
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3 
perciò potremo supporre, se s = J1, che w valga sv -+ s'u con 


$—0,1,2 e Bu, + 388, = 0, ossia Bw + Spr = cost., donde: 


"a Boc 
È d ID В = EN wpa (a = cost.) 
2 
oppure 6 = -g aeotg(aw + a) («j a = cost.) 


Esclusi questi tipi più semplici, passiamo al caso generale. 
Dalle (6), sottraendo, si deduce: 


0068-0) 


Similmente, se s? = 1, si trova: 


` (xe- x) (анов) о وده‎ 


abeat far. 


j Posto w= u-- v, w=s°u+ev, w= su tev, se ne de- 
duce che: 


ирк. Ии) ^ (0—0,1,2) 


> 
ove P, è una funzione della sola w,. Sommando, dopo aver mol- 
tiplicato per 1, o per =“, o per s", si deduce: 


Dunque, scegliendo opportunamente le costanti additive in Р, 


«ue 
SlapeM гү 
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(A) ip Уро) ^ 3B = Fl). 


„+ — E 6: = Ра) 


dà, derivando successivamente, e ricordando i valori di f, 
Bu — 8(%„ + В.) = o (wx) è ece., 
donde si trae : 


FU" 4 6 = 0. (Ugual formola si trova рег F, ed Fa). 


Por ognuna delle F vale perciò la 


— F/'4-8F=cost, ossia + FPE = cwdd (Ci, d= cost.) 


/ 


donde 
(B) è I= — 270 (ш; + a) 


2 da; 2—0 
oppure — 202 cotg(a, x + Bi) — —g- Oppure Tra oppure a, 
ove or, B, sono costanti, e la ра è una funzione ellittica p di 
Weierstrass a periodi qualsiasi. Ma dalle (A) si deduce: 
— 988, = Xe" F/(u) = — 38.98, = XF(w) Xe" Fr (ш) 
— 988, = Хг‘ Р (о) = — 38.98, = Хш) LF (wi) 
donde, eliminando P; oppure Fi si trae: 


F 1 (wx) — Fy (wy) 


(0) Flo) Fo) — Рао) + Ею) + Fw) = 


_ Fi (0) — Fw) 
Low) — Fi(ws) 


а MACRO PCS 
è Y 
n 
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eccetto il caso che due delle F; siano una stessa costante, e quindi 
8 sia funzione di una sola delle ш: caso che abbiamo già esaurito. 
Dal confronto dei primi due membri si trae che, se p. es. diamo 
da w, о tali incrementi che w, aumenti di un periodo ©, di qu 
e w resti immutato, allora w, aumenta di un periodo di Fo; e, 
poiché in tal caso w, aumenta di — œ, deduciamo che i periodi di Fi 
sono periodi anche di Fj. Si prova poi che le F’ hanno tutte e tre 
gli stessi periodi, ripetendo più volte tale ragionamento. In conclu- 
sione troviamo per le (B) che: 


, е, 4 ч 
Fi=—2p(w+a;) oppure Р, = — 2a*cotg* [at x 2 ج‎ E 


oppure Fu insieme alle (4), 


ERE Jc» 
АХ (w: + а)? 
ove le a; sono costanti, la p è una (sola) funzione p di Weierstrass 
a periodi qualsiasi, 2 è una costante. 

Senza fare una discussione completa, del resto facilissima, si 
trova che: 


ё = 3 [em + ao) + Gto, + a) + og + a| 


2 1 1 1 
Nigra Lea t w, -F 04 T xx 


(Ш) 2 
oppure @= 7% + а) + cotga(w; + a3) + 


+ eotga(w, + «) 
| (a, a,—cost. ; Za,=0; (—funzione ¢ di Weierstrass). 


Si è così determinata la B; cioó sono determinate completamente 
le forme fondamentali della nostra superficie. Si può anche determi- 
nare la superficie in termini finiti, dando le coordinate di un suo 
punto in modo esplicito. Per ciò che riguarda questo studio rin- 
viamo alla Mem. originale del Cech nelle Publications de la Faculté 
des Sciences de l'Université. Masaryk (Brno, année 1922, №." 11). 


BO OSEA EUN NTC EMO AE AA ы ДРА Р ELS. 
ET. E ips » 4 í 

1 

pc 
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Qui ci accontenteremo di provare che: / piani delle linee di Segre 
inviluppano un cono di terza classe W. Un tale piano passa per un 
punto x della superficie, per ex, x,, perchè du = edv è una 
direzione di Segre, e per il punto z — y =z = 0. 

Se ж, у, z’, t sono coordinate correnti, avrà per equazione 


t stato x 
0—|y ut у 
z 82, F 2, 2 
che indicheremo con ё -n'y = tz = 0. Indichiamo ora con 
Ёа -- ту 4 С = 0 l'equazione di un piano generico per il punto 
а= у == 2 = 0; io dico che i piani delle linee di Segre inviluppano 
il cono di terza classe 
4 | -- 2 (E, + NYu + Eu)? + (Ewe + my nt C2)? 


— 6($® 4- туу + С) (Ex, + NYu + ©) (6а, + ny, + ба.) + | 
+ 38.(&x + qy + 02)? (фа + NYu + be) + 
+ 38, (e + ny + ta)? (ёх, + 10, -H Ezo). 


Dalle (7), (8) segue tosto che W, = W, = 0, cioè che il cono 
W=0 è un cono fisso nello spazio ; d' altra parte, essendo 


gw EE ny + Cz == È x, + NYu + (e = — (x tu Vy) 
f'e, + ту, + Са, = — e(a Vu v) | 


segue che W = 0 per Ё = Ё, n=, =. | 


T UT کے ہن‎ BON ROANT TEMPI Er er ТРУ 
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D) Il caso »==0 delle direttrici. 
Le superficie di Tzitzeica-Wilezynski. 
Le (5) diventano : 


дуо т k 
к= DE pe; (ug), = (68). =0 ciod p= 7 (k= cost) 


Dunque la û soddisferà all’ unica condizione : 


х f ; 
» с erede 
Le (3) e (4) danno poi: 
(10) а = — Prae, Lo pra, (per v=x, y, z, t) 
ОЧ k 
(11) da = (= Dea e "e 


(рег v=x, у, 2, non рег a = t). 


Noi abbiamo пи = p, = 0; ciob a coordinate omogenee di 
punto corrispondono coordinate omogenee di piano; siamo nel caso 
già studiato al $ 25 W. Ma esaminiamo la questione più minutamente. 

Noi abbiamo scelto a punto z = у = z = 0 quello per cui 
passano le prime direttrici. D'altra parte per (11) 


Oz Sz, 6, = Fot У. t Zhu) + luo Ty = e Fil 


Poichè £ non soddisfa a (11) sarà c, = 0; similmente si trova 


eg : 
t, — 0, ciob т = cost. Dalle $$ „== ag = —— si trae in modo 


e 
simile 
T k 


(12) | Re =s Ba + В 


che è l equazione, analoga ad (11), cui soddisfa la t. 
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Distinguiamo due casi : 

1°) k= 0, Se ne deduce t + cost.; cioó le 2, у, 2 non si pos- 
sono assumere a coordinate non omogenee. Le (10) ed (11) per 
k= 0 provano però che esse sono legate da una relazione ax + 
+ by + са == cost. a coefficienti а, b, c costanti, Sarà perciò 
ах; 4- by; + ezi = 0 per i = 1, 2. E le S&,, 2; == 0 danno, essendo 
Tuy = 0, ehe Euo: Nuo: Cuo = a:b: с. Dunque: Se К = 0, le seconde 


, direttrici giacciono nel piano È, che è un piano fisso di coordinate 


a,b,c,0 passante quindi per l'origine, cioè per il punto comune 
alle prime direttrici. 

Le superficie corrispondenti sono per la (logg),,- Q^ un caso 
particolare di quelle, le cui asintotiche appartengono a complessi li- 
neari e si ottengono dalle formole del $ 18 C ponendo nelle (13), 
k=h—l=p= 0. 

Otteniamo così anche il risultato: Tutte le superficie, le cui 
asintotiche appartengono a complessi lineari o sono una superficie S 
le cui prime direttrici passano per un punto fisso O, e le seconde 
direttrici giacciono in un piano contenente O, oppure sono proiettiva- 
mente applicabili su una tale superficie. 

2°) Supponiamo ora 4 + 0. Moltiplicando ш, v per una stessa 
costante posso rendere / ==-1. Essendo руу = Pp = 0, esiste una 
relazione 


ax + by + oz + dt = cost. соп a,b,c,d costanti 


che non può [soddisfacendo le x,y,z alla (11) con Kk +0] essere 


. indipendente dalla 4, Dunque 4+0; e, ponendo ax 4- by + ez + dt 


al posto della 4, posso rendere t= cost. Con questo cambiamento 
della sola variabile 4, e non delle х, y, z l'origine resta fissa, e 
la © si moltiplica al più per una costante; e resta perciò costante; 
anzi la possiamo rendere uguale ad 1. Essendo / = cost., la (12) 
prova che anche 4 = 1, Dunque x,y,z sono coordinate non omo- 
genee di punto e le ё, т, coordinate non omogenee di piano. Le 
х,у,» soddisfano a (10) e (12); le ё, n, & alle 


(10) bis Sos Ё u Bé, , Б Bia Ё [^ , 


come risulta dalla teoria generale, e in più alla : 


T 


у, 


EA 
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(1244, art Ft =0 (per £—£, 1, С non per £—:—1). 


La (12), si prova, osservando che moltiplicando рег æ (op- 
pure рег #,) e sommando con le analoghe in т, C, si trovano delle 
identità. 

Il piano su cui giacciono le seconde direttrici è il piano 
Ev + VT che è dunque, nelle coordinate attuali, il piano all in- 


б 
finito. Il suo polo rispetto alla quadrica di Lie, cioò il centro della 


quadrica di Lie è il punto Xy, + 3 cioè il punto ove concorrono 


le prime direttrici. Per le nostre superficie dunque il centro della 
quadrica di Lie è fisso (il caso 1° sarebbe quello in cui queste 
quadriche sono paraboloidi). 

Nel $ 25 E abbiamo già dato quella proprietà metrica, da cui 
Tzitzeica è partito per trovare queste superficie, Qui aggiungeremo 
altre proprietà dovute a Tzitzeica. 

La rigata asintotica corrispondente ad una u = cost, è il luogo 
dei punti (x + way, y -- wy, , ZH w2,, 1) al variare di v, w. Il 
piano È ad essa tangente è determinato dalle: 


Sex zn Sê u =} SE (v, "i: ww.) 
che, per w= оо, diventa il piano definito dalle: 


' 
Sr Bx —0 , 0= 8а = — F (+ s) 7 
Perciò т = 0; tale piano passa per О. Quindi: Z pian? asintotici 
(tangenti all'infinito) delle rigate asintotiche delle nostre superficie 
inviluppano coni col vertice nel centro della quadrica di Lie. 
Si trova facilmente che l'equazione delle asintotiche curve di 
d (1 i 


tale rigata è 2 ue = i e che esse hanno un flesso solo 
dv | w 8 


nei punti I = 0. Perciò: 


La linea flecnodale delle rigate asintotiche delle precedenti super- 
ficie si riduce alla sezione col piano all infinito contata due volte, 


for, 


миў А at 


xd te. 
E 
am 


COE Fr br А rre 


0707 e 
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È evidente che =, у, 2 si possono considerare come coordinate 
omogenee della proiezione di un: punto della superficie fatta dal 
centro della quadrica di Lie sul piano all'infinito. Su tale piano 
le tangenti ad una linea v — cost. lungo una linea w — cost. sono 
il luogo dei punti x, + wx; una di queste tangenti incontra la 
consecutiva nel punto 2' = z,, che giace sia su di essa che sulla 
consecutiva congiungente %, + z,,dv ad x + x,dv, ‘perchè, a meno 
d’infinitesimi d’ordine superiore è per (11) 


(tu + turte) + M (2 z, dvo) = z,— ©; 


od anche perché 2, giace sulla retta (x, au): 

Dunque: Л punto x' = x, descrive sul piano all’ infinito il tra- 
sformato di Laplace del sistema delle а, у. La retta (x xy), cioè 
la retta (ж, x,,) incontra similmente la consecutiva (vu + Curd, 
910568 

du 
x con la trasformazione di Laplace inversa di quella inizialmente 
considerata. 

Sul piano all o il sistema delle u, v ammette una trasforma- 
zione ciclica di Laplace di ordine 3. 


Guu + Cu dv) nel punto z,, + — v, = v,, che si ottiene da 


$ 29. — Le superficie di Cech a linee di Darboux piane. 


Il piano osculatore a una linea di Darboux è (in coordinate 
normali а» = 67) : 


8 8 
e- (n rt i ШЫН ат 1 MI), — «826, — «816, (e? pz 1). 


w 


La linea di Darboux è piana, se questo piano non si muove quando 
ci spostiamo sulla curva, cioè se 


8 8 
ety pr Pu — ej Y Ф, è proporzionale alla c. 


RT woe 
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Servendoci delle equazioni fondamentali per le &, si trova che: 


b 8 8 8 
8 8 y г) ` [ЕЕ 
Өү? pu — ef BY Pe + | (at E m) xs 


Y 
(1) 8 8 8 х 
зї 47" aver 
e a(r | ТА) Р. +P, 


dove Р; , P, sono espressioni complicate, mentre 


8 
log : ү 


fom êy дидо 


Ora, se tutte le linee di Darboux sono piane, deve essere 
P= P= Р, = 0, In particolare dunque Р, = 0, e la superficie 
è isolermo-asintolica. 

Possiamo dunque supporre B= ү, sicchè 


La (1) diventa: | e 


(2) Bee men а) | = re 


ove: 


р {Бе 2 È a)(i 2É — an) 


Le superficie cercate soddisfano dunque alle : 


(3) m Es o (pera Leno) а -2f 


Sostituendo questi valori nelle equazioni fondamentali per le €, 
queste diventano semplicemente (in coordinate normali : a4 = 87): 


22 Mr uu 


- 
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(4) (5) + к, (2) +4=0 


Sostituendo alle & le éB (con che le nuove coordinate $ non 
saranno più le coordinate normali) le (4) diventano: 


(5) ё + 8,6 + Pio = eo + Bu + В, == 0. 


E il piano ф di una linea di Darboux diventa il piano : 


` (6) e—8*(86—5*6,—-s6,). Porremo z;— (—$6-- eê, eê) (05 1, 2,3). 


Le condizioni d'integrabilità delle (5) sono: 
(7) BE + BB, =з Bu + BBa 0 


affatto analoghe alle (6) del precedente $ corrispondenti al caso 
che le linee di Segre siano piane. L’integrale generale si trova 
come al $ 28 C essere 


(8) | B = 2(Cw + бшу + bwa) 
vw, = u + v -- d, , w = eu -Hew +t aa, ws = ew -H sv 4- аз, 


ove le a, siano costanti di somma nulla cosicchè Bw; = 0. 

Vi sono altri due soli casi, in cui la f non si riduca ad una 
funzione di una sola delle w,: i casi seguenti, che si possono del 
resto, considerare come casi limiti del precedente : 


(9) В = 2a(eotgawy + cotgaw, +- cotgaw,) (а = cost.) 
1 1 l 
(10) Es Q (= +-+ xj 
0 
Degli altri casi possibili, di quelli cioè, in cui la f si riduce 


ad una funzione di una sola delle w, parleremo piü avanti. 
Posto 


(11) e“B+ ci 8, — += о) [funzione della sola w, per le (7)], 


cha Жы DIAL pi ай "vie ка, 22 
А Аб СТЕУ ET E T icr aA ЗА 
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si trova nei tre casi rispettivamente : | 

{ш,) = — 6pw, oppure —6a?cotgaw, oppure — RUE 
i 
3 e in ogni caso 
ON P= i = But BR, — Rui) 
A Derivando (6) si tom 
> d? У | 
(0 (03) SL Q8" bs + 209, — Pb H (R? — 2:8, — 8„)% + 
T + (R — 288, — В) — Beo. 
S y d3 | : ; d 
È (13) bis dod = (f* — 2e" В, — 2 B.) ^m + 
$ + 2 BP + s BB, — Bin) 
. ossia per (12) 
d? d*; 
ossia 
d? 
(14) Tao Ple) + А = 0, 


trova essere il piano 


P. gb A (Bur — PIE — Po de В + Bew 
Moltiplieando (14) per f'(w)), e, tenendo conto di (1), si trova: 
e r) TACE AF (0) =0, 


Sil ove il piano A è costante (è fisso), e, confrontando con (13), si 


чы а, е 
“Р”, ed 7 
i р ы: пр 
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donde, integrando : 
(£o. Po) SEL А "од + Айю) + B= 0, 


ove B è un nuovo piano fisso che, sostituendo nella precedente 
a Ei il valore ottenuto derivando, si vede essere il piano : 
i \ 
(16) В= 8388—28. Bo — 86— (28,2 -FB B v )Éu — 
— (28,2 + В.) + (B? — 2). 


Integrando l’ultima equazione ottenuta, si trova: 


5 dw, _ 
0 yay ар Гу ^ ИШ iy 7 0 


ove i piani С,, C,, C, sono pure fissi nello spazio. 

Servendoci di (15) e (16) calcoliamo (28,, — B*)A+ BB, ove 
alle ё, ĉu, & si sostituiscano i valori dedotti da (6) in funzione 
een delle x. Troviamo: 


(18)% мт E w — 94 3 BB=0, 
ove è posto: 
t, — Ps Bo + eB Bu + B0) + PB Pus + AR). 
Da (12) si Toda Mis 


ЖОГ »— 38° Pu Po Pu — P. — В = p, 


“ove p non dipende più dall'indice û, sicchè (18) diventa : 


Moa) È ор — PA + 3- PB = 0 
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3 
e 
: 


Me ru Casa 


che, confrontata con (17) dà 


d 
(9) A T © e) x [шен + 
з Bg — f du E 
vay tray nt 


Non essendo le 8 funzione di una sola delle w;, e quindi 
pi + В", nei secondi membri delle (15), (16) i coefficienti di &, , ё, 
non sono proporzionali; perciò i piani А, В non possono coinci- 
dere; e quindi i coefficienti di A, B in (19) sono delle costanti 
che, con opportuna scelta dei limiti inferiore d’ integrazione [il cal- 
colo effettivo prova che si possono scegliere questi limiti uguali a 
zero] si possono rendere nulle, po COSÌ : 


(20) 30,—0 , у ы) s x RB — P?) 5 
di; i 
` Wi 2 
5 | шу = a? 
0 


Dalla definizione di т, segue che: 


% è - wi í 
383$ = — Ўт, = аз) | HE dw + 
0 


insieme alle analoghe in n, C, v. Scegliendo opportunamente il 
tetraedro di riferimento, si avranno pertanto le formole seguenti 
valide nel caso (8): 

Wi 


Unito na 


1 


x 
"^ p 


i$ HEP TE Ant „Те 


ri 5 


LEA. SA dors epic rt É 
a a bee io on 


маб Anita © 


е, Даа 


2 148.2 3^4 


„лук. 


v 9-9 «^. 
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Wi 
10 


КСЕ A | 
ero 


E | i (p'wg— pw) : (pw, — ра) , (wo + w + wa = 0) 
E oppure nel caso (9): 
d Pi i 
TA iù x be 0 > 2 FRED e AANE a 1 
E йч цит = BeLe | as: 
STI Pi d 
M К 4 RE 
D :Zp(1+ pi ata 5 
3 : [pa + ài oo] аач) аа], 
d oppure nel caso (10): 
E. 1x91 Tal 
` Же АЧУ Л SONE esit a en 
E 6:0: 02cm Жи, ot: (z a) (3 a) 
ko Le integrazioni si sanno eseguire; nel primo caso le e; sono 
уу i valori di pw negli zeri di p'w (semiperiodi); nel secondo caso 
чы le р sono parametri legati dalla: рор -+ pope + Pipe = 0. 
D Dai calcoli precedenti si deduce facilmente : | 
b Se B non dipende da una sola delle w , come può avvenire in 
T qualche caso limite, allora: I piani di ogni sistema di linee di Dar- 
Ss boux inviluppano tre coni quadrici, perchè soddisfano alla (13). 
— ` Le w, si possono considerare come i parametri sui tre coni-inviluppo. 
Es Imponendo la Iw, = 0, i tre piani corrispondenti hanno una inter- 
xX sezione che genera la nostra superficie, 
E I vertici dei tre coni sono per le (14) e (14) w in linea retta 
m sulla retta intersezione dei piani А, B; due qualunque dei tre coni 
m risultano prospettivi, quando si facciano corrispondere due piani, i 


cui parametri W; abbiano uguali valori. I tre piani di prospettività 
formano un fascio ed incontrano la retta dii vertici in tre punti, 


PLUSO OPLA 
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che sono il covariante cubico dei tre vertici, ed intersecano la super- 
ficie in tre linee di Segre particolari (*). 
Se invece В dipende da una sola delle w, come avviene nei 
RT, 2 
casi limiti f=2acotg(aw) (а = cost), В = zx В == cost., al- 
i 
lora nei primi due casi un sistema di linee di Darboux w,= cost. 
è formato da coniche, nell ultimo caso si ha V unica superficie a linee 
di Darboux tutte coniche ; le sue linee di Segre sono pure curve piane 
e precisamente cubiche con un punto di regresso. 


8 30, — Breve riassunto di altre ricerche. 


A) Se ®@,y,z,t= 1 sono coordinate cartesiane ortogonali, 


e se l| sono i simboli di Christoffel per l'elemento lineare di 
Gauss, allora la retta normale metrica è la retta congiungente x 
xd AU ENS. 12 

uy — 14 9 


retta duale (che potremo chiamare la seconda normale metrica) è 


v,, essendo sempre ш, v asintotiche. La 


la congiungente i punti T w ed z,— д, æ, cioò i due 
punti 
1 1 1 1 
met, le LATE “prio, ro 


ove — E è la curvatura di Gauss. Quindi: Le superficie а cur- 


vatura costante metrica sono quelle per cui la seconda normale me- 


(*) Si consideri ]' omografia tra le due stelle (4 , B, Ci) ed (A, В, Cj), 
che al piano 4, A + lis B + lig C, dell'una fa corrispondere il piano k; A + 
++ ks B 4-54 C; doll’ altra; essa è una prospettività ; il piano di prospettività 
essendo C; — C; —0. La (17) prova che i coni inviluppati da x, n; si 
corrispondono in tale prospettività, quando si. consíderino come omologhi i 
piani per cui 20,=w;. Infine (20) dimostra che O, (i,j, k==1, 2,38) e 
Ci — 0; dividono armonicamente i piani C4, C; 


Funini o Скон, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 12° 


Ta РЕ Ты Ж К — 
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tirica è all infinito, ossia la prima normale passa per il centro della 
quadrica di Lie. 

B) Sia К una congruenza di rette r uscenti dai punti О di 
una superficie S. I piani focali di » incontrano S nelle direzioni 
determinate dalle sviluppabili della congruenza, uscenti da v. Il 
teorema per la congruenza К” duale, dovuto a Green, si enuncia : 

Se K' è una congruenza di rette т" poste sui piani tangenti 
alla superficie S, le rette che da un punto О di S proiettano i fuochi 
della corrispondente retta т’ determinano le direzioni coniugate di 
quelle corrispondenti alle sviluppabili. 


C) Green ha anche considerato una coppia qualsiasi di sistemi 
di linee u,v della S. Ha chiamato asse in un punto O di 8 Pin- 
tersezione dei piani osculatori alle linee w, v uscenti da О, raggio 
(ray) la retta unente i due fuochi delle congruenze generate dalle 
tangenti alle lineo u = cost. e v = cost, che giacciono sul piano 
tangente in О (e sono distinte da О). Ha chiamato assi-tangenti 
e raggi-tangenti le direzioni corrispondenti alle sviluppabili della 
congruenza degli assi o dei raggi, ha chiamato assi-rigate Ru le 
rigate luogo dei raggi uscenti dai punti di una v= cost., e in 
modo simile ha definito le assi-rigate Ry. Ecco i più notevoli ri- 
sultati del Green: 

Su un asse giacciono i fuochi В, F' deila congruenza degli assi, 
e i punti P,Q ove i piani osculatori alle v = cost, ed u= cost. 
uscenti su S dal piede O dell'asse toccano Ra, Ry. Il coniugato ar- 
monico di О rispetto ad Е, F' è anche coniugato di О rispetto a Р, Q. 
Le assi-tangenti incontrano un raggio nei suoi fuochi soltanto se le 
rette tangenti alle u = cost. ed alle v = cost. generano congruenze W. 

Se le u, v sono coniugate, esse formeranno un sistema a inva- 
rianti uguali, soltanto se le raggi-tangenti sono coniugate; se in più 
le tangenti alle u, v generano congruenze W, allora le u, v formano 
un sistema isotermo-coniugato. 


D) Per interpretazioni geometriche dei sistemi isotermi coniu- 
gati rinviamo alla Mem. di Wilezynski a pag. 208 del Tomo 85 
dei Math. Ann. 

E) Finiremo dimostrando (G.) un bel teorema di Wilezynski 
sui sistemi coniugati ad invarianti tangenziali uguali. 

Se le u, v formano un sistema coniugato ad invarianti tangen- 
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ziali uguali, la intersezione dei piani osculatori alle а, у in un 
punto comune genera una congruenza armonica alla superficie, E wi- 
ceversa. Un risultato duale vale naturalmente per i sistemi coniugati 
con uguali invarianti di punto. 

Infatti nelle ipotesi del teorema, posso fissare le coordinate di 
piano tangente in guisa che uy = №. Sarà Sê, x = Sê, a, = 0 per- 
chè il sistema è coniugato e Sé, zy, = (S6, ж„)„ — ASt, = 0. Cioè 
il piano ё, è osculatore alle u = cost.; e similmente È, è osculatore 
alle v= cost. La congruenza citata nell’enunciato è dunque quella 
delle rette (u, v); e noi sappiamo che, comunque siano fissate 
le coordinate di piano tangente, una tal congruenza è sempre ar- 
monica alla superficie. 


у 


Carrroro IV. 


SUPERFICIE RIGATE (б) (*) 


$ 81, — Applicazione delle formole generali del Capitolo П 


al caso particolare di una superficie rigata. 


In questo Capitolo studiamo la classe più semplice di super- 
ficie non sviluppabili che è quella delle superficie rigate. Tale studio 
particolare è persino necessario, giacchè una parte essenziale dei 
risultati generali, e cioè il concetto di coordinate e forme normali, 
qui non si può applicare. Cominciamo coll’esplicitare le formole 
generali nel: caso attuale supponendo che le rette generatrici siano 
le v — cost. 

Nel $ 32 ritroveremo per via diretta tutti i seguenti risultati. 
Applicando qui le formole generali, dobbiamo porre, se le v= cost. 
sono le generatrici : 


De 
* 


(14 12, n ARE СЫТЫ 
‚ J ма а ДА 


Qi = 0,343 — 0439 — (493 — l A=—a<0,s=-—sgn4=1, 
Р, = (2019 du+-ay > dv)do , Fg = азд, 


ч 2 
3X = BA = — Dp n ta. 


(*) I risultati più importanti di questo Capitolo sono stati esposti, per ^ * 
la prima volta, (in boemo) nel Üasopis pro pestovini matematiky a fysiky, : 
t. LIII, 1923-4. 
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Le equazioni fondamentali (Cap. II, $ 14 А) danno quindi, 
eliminando X : 


(1) а= ри 2 , dag 243 — 043 Tog | aga 91 + (@ Раз — Aao Ра) = 0. 
Notiamo pure la relazione di coniugio (Cap. II $ 14 A) 
(Du 213045 = азу уд. 


I valori dei simboli di Christoffel essendo 


[cree e Deu A CIA RL 
eJ: ads cQ ED n eR oio T TE T CE I. 


22| а» да, 1 а даз, 1 да, 
daino TR t3 ауа du 9a. dv 
da эней E da 
duro qa ДОЙ 24 du 


Se ne deduce subito che 
w = piu, v)y + pu, vjz 


dove i due punti y ez non dipendono che da v. [Le lettere û, у, 2 
non significano più tre coordinate dello stesso punto, ma tre punti 
diversi). Cambiando il fattore di proporzionalità di v, si può sup- 
porre g(u,v) = 1. La 4 dipende poi necessariamente da u, per- 
ché ж descrive una superficie, e possiamo sceglierla addirittura 
come nuovo parametro w, sicchò (e quest’ ipotesi sarà fatta per tutto 
ciò che segue) 


(2) 2 = uz 


L equazione precedente dà poi, tenendo conto anche di (1) pi 


loga 
(3) M 0 > Pu=0 , Pia=0. 
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ИСЕ ә; 


1. 


erat а ЗЫ 


È del resto geometricamente chiaro senz'altro che l'ipotesi (2) 
è sempre legittima: Z punti y е z descrivono due curve in corri- 
spondenza biunivoca definita da uguali valori di v (curve direttrici 
della rigata) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera К, 
è il luogo delle rette che congiungono punti corrispondenti. Indiche- 
remo con apici le derivate delle espressioni che non dipendono che 


L’ equazione (Cap. II, $ 12 A) 


= (a Xu Vy Luv) = Mjo 


xi. 
\А| 
dà, sostituendovi dalla (2), 


(4) (yz yz) = wai", 


f 


essendo posto 
(4) ws w = sgu(yz 27) = sgna;, = +1. 


Le coordinate & del piano tangente, mns al solito modo 
(Cap. II, 8 12 5) sono 


1 (y ,2, y + uz) 
t= y z y А-и’ Y 3.73 ,ج‎ 
ГИЙ pi 197,2, | 


Quindi & è lineare in u e porremo 


(5) = tuk, n= [as] #0): € ГЕЛ 


la = 
Donde il teorema di Chasles: Д fascio dei piani п tangenti lungo 
una generatrice g è proiettivo alla punteggiata dei. punti P di con- 
tatto. Questa proiettività definisce la generatrice g' infinitamente vicina 
alla g, perchè si può pensare come oltenuta proicttando da g' coi 
piani п i punti P. 

Le Sêu = Stay = ...— 0 danno: 


(0) Sny = 82 = Sty = Ste = Sy = Sy = St = Str = 0 


e le Sz, = Sz, & = — а danno poi 


(6) bis xS 812 == Se == + Sty = — Sy = Qia З 
Dalle (6) e (6) E si trae derivando : 


2 


2") : 


13: 0. 1 
Sy == 3. 97 — Sn" = — Tas] V 


, xp zd nri. дау l/l 
BC y! = x Ву 80у" = 5 (уг у”). 


| Derivando (4) se ne deduce Sq'z' = St'y'. Poichè — . 


Sx, & = S(y' + uz^) (1 -- ut) = — a. 
si trae che 2# è un polinomio di secondo grado nella u 
2 


(7) La — 9(а -- 2bu + cu?) 
ау; 


dove: 


1 PE 1 үзү 
а= — س‎ Sy, b= = г 


2а, 
(Tie > 


Così pure dalla 


aas = -y (St tm — tmo) = 


FS ча) ut) — deny +08] 
deduciamo che : 


(8) eut шз д p 2Bu + Ow), 


(dove A non indica più il discriminante di F,), e dove: 


SV 7—0"), 


(8) ЫЎ В == n S(y't' —y"t He” a "1), 
12 j 


1 Pel 2! 
бэсе Seta). 


L/ elemento. lineare proiettivo è 


Fy d (4-4 Ви + Oud? 


(8) er YQ 2 du- (а 4- 2bu + cw)dv 
Dalla seconda delle (1) dove ora ру, = 0, si trae 
(ae, 4, , Же, Via) = Poolt , Vi, Ts, Cio), 
ossia : 


da 0m dx да 
0s? ! Qu ^ до" дидо] (у"-и, 2,0,2 


m7 (uum de m Y 77 тауу) 
` Qu? ду’ дидо 
che è un polinomio 

(9) pa = (P — Ou + (N — B) 


di primo grado nella u. Essendo (Cap. II, $ 16 A) 


Tag — Das = È > з j 
si deduce : 
(9). < Tog = (P + Ou T (N + B). 
La (1) diventa ' 


(1) un 2(4 2bu + OP) — а + (A + 2Bu + Cu?) + рь = 0. 
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Posto al solito PROSS i valori attuali dei simboli di 
Christoffel sono 


22 46 см. dod» д log 
1 ау 2 аз Ou \ а, 
1 9 (ar, ta) 1 „у, 1 в 0 (оњ 
е day 00 (s. je 2 P IRET 2 аъ ди\ав n 
+ RETI Ан. = (а — 6'a) + 2(0' — byu + (e — 0'c)u? + 
2 Ov Va н | 
+ Ala + 2bu + си?) (b + си), 
22 eT Ju ГА g È 
(2) 9—9 (t) 0—20), 
Sviluppando ed eguagliando a zero identicamente nella w la 3 


(1) wr) si trova quindi : 
P 4- с —0'c = 0 (che è l’unica condizione d'integrabilità) 
y” = (0 — 2b)y' + 2az' + (N — B)y + (а — a6 + А), 
z"! PCT 2cy' --(0' -- 20)2'4- (20 — 250'-- N -+ В) + (c0 — c'— С). 
Si introduce simmetria definendo una quantità j con la 
(10) , _ j= — N + ас — 0—6 + 59. 


E si hanno così le equazioni fondamentali per i punti y ,z di | 
due direttrici : 


y = (0 — 20)y + 2az' + (—0'+b9'+ ac—b? — B—jy + 


+ (a —ad'+ Ay, 
(11) 


z” = — 2oy'4- (0'+ 20)2 + (— c + с0'— 0)у + 
+ (b'— b0'-- ac — 02 -- B — jx. 


^u y» 


РА SET Ra т". Те. 
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Le equazioni (7) е (9), mostrano che per у e C valgono equa- 
zioni che differiscono dalle precedenti soltanto nei segni di A, B, O: 


n= (0'—26)y' + 2а 4- (— 674 b0'-- ac — 02-- B — j) + 
+ (a'— a8'— А), 
(11) ui, 
C" = — 2er! 4- (0' 4 20) 4- (—c'4- c0' 4- C)n + 
+ (b'—b0'- ac —b?— B —j)C. 


TEOREMA FONDAMENTALE. 


Dato V elemento lineare. proiettivo (8) wr basterà quindi la cono- 
scenza della sola N, o della j, per determinare completamente la 
superficie. (Si noti che 0 può assumere valori arbitrarii al variare 
del fattore di proporzionalità delle y, 2). 


8 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti 


e prime applicazioni. 


A) Nuova deduzione delle (11). 

Prima di proseguire, voglio mostrare come si possa giungere 
ai risultati del $ precedente in modo diretto, indipendente cioè dalla 
teoria generale delle superficie. Il metodo, di cui faremo uso, è 
del resto applicabile a casi più generali negli iperspazi. Come al $ 
precedente, definiamo la rigata R come luogo delle rette congiun- 
genti punti omologhi у e 2 di due curve C, e C, in corrispon- 
denza biunivoca, punti le cui coordinate sono funzioni di un pa- 
rametro v, sicchè il punto generico 2 di R è dato dalla 


(1) =} + uz. 
Porremo 
(2) (yz dy dz) = e(a,,dv)*, « — +1 


ossia, indicando con apici derivate rapporto alla v, 


(yey) = юа, w = sgn(yzy'z) , 


м. pn 
Y A 
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e supponiamo, come è peri anche зоа, = ©. Le coordinate её 
generatrice р di R sono nella solita notazione 


SIRO: p= (12) 


Le coordinate & del piano tangente ad R nel punto x sono 
ues | А] 
= GM) = (2, y) +00227) ; 


oppure, posto 
п = Mysy), 0 = My), 


(4) E= 1 4- «C. 


Per determinare à in modo indipendente dalla scelta del pa- 


rametro v, basta porre la condizione 


(yz) = + (09. 
È (Introduzione $ 1 E) 


(yz , yez’) = (yz) (yzy'z') , 


. sicchè risulta subito : 


№(у2у2) = 4-12 о; 
` Prendendo p. es. ^ — 0, risulta 


_ (yzy) __ (ye) 


Ve cos TT sp г 
(G)u. (10) = (уг). 


L’equazione (3),, dà il significato geometrico del segno w: Un 
verso scelto nella punteggiata p e il verso corrispondente nel fascio 
dei piani tangenti sono associati nel senso dell'introduzione $ 1 C allora 
e allora sottanto che == 1. 


P 
Ù 


PESTO "T cede 
[8 32, 4] 


д мз, 
ri 7324535 Р" 
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Accanto alle precedenti, valgono le formole duali 
' 
@ А ve (en) E 
(ênê) | VI (8x8) 

(q4) = (ag о)? . E 
che il lettore verificherà facilmente. AE 
. Sono evidenti le identità (6) е (6),,, del $ precedente. Deri- 
vandole, si vede subito che si può porre (è 0 log | aial) 


54 
" 1 , Ў 
== Das Sz — 5 0 
ET LEE 
ав 5 у + 9 0 


а 
1 T 1 
par ТЭ 5 


i 3 
da 2. 
Dalle (4) yı, si vede che si ha anche 
E- 0. 


[0] 
а == 


2 
а 


(гуу), b= D ws z") — * lus 


TR 2 My E 
Notiamo pure l identità 


[7] 
$ 
FETITA 


НА 
2!) Wat 
. 


tl ipi 
EET ARA 
Sz" 


fud S tal tpt ^ 
Sz (029) (06) 
Ora dalle (4), si hac 

E- (v 


au + (ey ')— 0ye) , (022) + (07227) — 0' (yzz') 
ca È 


а? 


(i2?) ку”) + P 
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. dove P soddisfa alla SP(y'2') = 0, sicchè 


(6) tor ас — b? — i: i (yay 2) (4 (yay). 
Definiamo le A, B,C dalle (8)m, del $ precedente e poniamo 


3 S(y't' — yc چ‎ M 20) jt З(ас ix b), 
ig 


(Si vedrà fra poco che ciò coincide col valore di j definito 
dalla (10) del $ precedente). Il lettore stabilirà facilmente le formole 


4= = 3 |- (yzy y 7) - 3(yy 2 у”) + sev") 
(8) В = ar (yzy'z"") MM (yzz' y'"") + S(yy'z , 2) "y 
12 
P a i y) + 80'(yzy'2") + 30" ai?) 
С = zzl- (у22'2'") ads S(zy' , г”) + 30 (yzz'z "| i 
12 
٤ j "n [0] [7 n M (y2y'a!”) DAE (yy/a'2) -+ 
40,3% 


F(zy'2'y") 4- 2(yzy"z") --0 (yey y")- - 0'(yzy'z'^) ~ Jo(yzy"z eyz 21 и) 


1 n Й 
ene» 


che esprimono le A, В, C, j mediante sole coordinate di punto. 
I punti y, 2, у, 2 essendo linearmente indipendenti, valgono 
equazioni della forma 


y. = р yc Pio z+ 9117 + 9152, 
Z” =Po Y + Psa 4-17 + Фа2. 


Moltiplieando con 7 e ¢ e confrontando con le (6), e con 


MIT. "ела 


летаат арР vn 


A Tg. 
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le (6) e (6) ы, del $ precedente, si trova 
2a, = spi 20150 — 2,40 = — әри, 
2a,9b + @,90 = ару , 20,56 = — Gyo Por» 
ossia 
Фи = — 80 +0", pj = 2а, ры = — 20 , pag = 2b -- 0. 
Moltiplicando invece con тү e { si deduce 
Sy y" = — 2ау„ар,, — 2a,50p,s — аа == — @,(2а0' + 912); 
SC y" = — даз бру — 20190P,9 + 413451 = 
= a,s(40* — 4ac — 260" + а), 
Брг" = — 2a, ару — و0 و24‎ — аә = 
= — ay(45* — 4ac + 260" + daa) , 
Sz" = — дарау — 20,9 Psa + ауа = 1,4(— 208" + gar). 


Ora derivando le (7) „, del $ 1 e tenendo conto delle (8) ms 
del $ 1 e della (7) si trova 


Бу а (а Hal + А), 
SC y" = — ab" + 50' + Bac — 36? -- B + j), 
S12" = — ab" + b0' — Зас + 36° -- B — j), 
Sa" == — a + c0 4- 0), 
sieche 
qu e У -- M! ас — — B—5 , qu 0 а А, 
Фар = — € + 60 — C , وو‎ = 0 — 50' -- ac — b? + B — j. 


Ecco ritrovate, con un procedimento più semplice, le equazioni 
fondamentali (11). Nello stesso modo si possono verificare le (8). 
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B) Applicazione alla quadrica di Lie. 


Sappiamo dal Cap. III 8 21 D che la quadrica di Lie di una 
pe rigata è il suo iperboloide osculatore ; lo si indicherà nel seguito 
con la lettera А, Per un valore fisso di v, il piano polare del punto 


di: (9) py + fa? + oy + 037 
rispetto ad H è i 
1 : (9) а 0117 + Peb Horn + og C. 


Ciò si vede quasi immediatamente da Г. c. Ne vogliamo dare qui 
un'altra dimostrazione. In primo luogo, si vede dalle (6) e (6) vı 
del $ 31 che la condizione d’ incidenza 


S(p1 y -+ (a? +0,4 + Saz’) @ T9 n 9, nt azk’) = 0 


ò simmetrica in ру, pa, 91, Oa © Piy Pay бу, Op, Senza essere 
soddisfatta identicamente per p, = p, ecc. sicchè la correlazione 
definita dalle (9) e (9) ,,, è proprio una polarità rispetto ad una 
quadrica Н, Ma di più si ha per le (11) del $ 31 


dir 


ups TEGERE rax y 
s 


: p= (у), р = (02) — (80), 
(10) p” = (42) — («y") + 2002) = —2e(yy) + 
--(0' --2b)(yz^) — (0' — 2b) (zy) — 2a (224) + 2(ac — b°—j)(v2) -F2(y'z"). 


Й 


hi Ora dalla (3),, $ 32 e (11) is $ 81 si vede che similmente 
әр = (16) , әр = (nt) — (8), 
өр" = — 200) + (0+ 20) (10°) — (6'— 20) (бү) — 2466) + 
+ 3(«c — b — j) (nt) + 2019), 


sicchè ogni retta linearmente dipendente da p, p', p” è polare di 
sò stessa rispetto ad А, c. d. d. (Lo stesso si può far vedere, con 
la stessa facilità, delle generatrici del secondo sistema di Н, cfr. $ 34). 


ET ER A PADRI 


+ 


Qo WT 


YY 


NI OVOP OTO SI PT I d a АЕ DES e e SII SITI НАУ DI 
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La dimostrazione precedente ci permette di provare per un’altra 
via il teorema del Cap. III, 8 21 D che, in un punto x di una 
superficie qualunque, la quadrica di Lie è l' iperboloide osculatore di 
Ciascuna rigata asintotica (cioè di ognuna delle 2 rigate generate dalle 
tangenti asintotiche d'un sistema lungo la curva asintotica dell’ altro 
sistema). Per chiarezza si supponga 5$ riferita alle asintotiche. Una 
delle rigate del teorema è generata dalla retta luogo del punto 
v, + te, dando a и valore costante. Si vede subito che, se & è il 
piano tangente ad S, allora: 


t, (ns + t2) = Ва, + ta) = (S + 18), (2u + (2) =0, 


cosicchè il piano tangente alla rigata nel punto x, + tx à ё, + té. 
Ora è (za) = (éé,) [efr. Cap. II, § 19 (V)], sicchò la nostra scelta 
del fattore delle coordinate del piano tangente è d’accordo con 
la (8),, del $ presente. Il piano polare del punto 


p1* sre Pa Vu F 0; Vy + Sg uv 
rispetto all’ iperboloide osculatore coincide quindi col piano polare 
pi + Pa u T 016, + Og Suv 


dallo stesso punto rispetto alla quadrica di Lie, c. d. d. 


$ 33, — Orientazione delle generatrici ; 
espressioni intrinseche. 


Formole relative al cambiamento di variabili. 


Le quantità a, b, c, A, B, C, j precedentemente definite 
Sono evidentemente invarianti per sostituzioni unimodulari. Occorre 
trovare delle espressioni che siano di più indipendenti dalla scelta 
particolare delle w, v (intrinseche) ed invarianti per sostituzioni 
moltiplieative. Ma bisogna tener presente che noi qui non facciamo 
uso di coordinate curvilinee v , v qualunque, ma soltanto tali che sia 


v= у | uz 


Funi ө бксн, Lexioni di Geometria proiettivo-di/ferenxiale. 18 
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i punti y e 2 non dipendendo che da v. La trasformazione più ge- 
nerale che non cambia tale ipotesi è 


ü) а MER 


NINE e v=V, = p + р), 
1 1 


Ms в, №, bo, V, р essendo funzioni di v tali che 


PV ba — data) 20. 


Nella teoria delle superficie generali abbiamo chiamata intrin- 
seca un'espressione il cui valore non cambia mutando le u,v ma 
non alterando il fattore di x. Corrispondentemente dovremmo qui 
chiamare intrinseca ogni espressione che non varia ponendo 


u=\ 4 рч, v—V, r=% 


Ma qui troviamo più opportuno, chiamare intrinseca soltanto ogni 
espressione che non varia ponendo 


= ———,v?-V, a= (, -- pa u)z , (Aita А ر‎ 1. 


Per un'espressione intrinseca nel senso ora precisato l'esame 
del comportamento per sostituzione moltiplicativa si riduce a cer- 
eare come essa si trasformi ponendo 


(3) и = и, v= v, v= pz. 


Le trasformazioni (2) sono di due specie; quelle di prima 
specie per cui Aig — Ag, = 1 e quelle di seconda per cui 
Aia — at = — 1. Una espressione che non varia per quelle di 
prima specie e cambia invece di segno se №, р — M p, = —1, si 
dirà impropriamente intrinseca, Geometricamente, essendo 

AM Ls MILAN, 


du — (0, nu) 


le trasformazioni (2) di seconda specie cambiano il verso positivo 
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sulle gencratrici, se si chiama verso positivo quello di и crescente. 
Il lettore verifichi, eseguendo la trasformazione (2) nella (7) del 


8 32 che la quantità E è intrinseca, Ne daremo al $ seguente 
12 
una dimostrazione più facile. 3] 


Anche l'equazione A -|- 2Bu + Cu? = 0 è intrinseca, anzi in- 
trinseca ed invariante. Infatti, noi sappiamo dalla teoria generale 
che l'espressione (8) „, del $ 31 (elemento lineare) non cambia af- 
fatto per la (1). I due punti sopra ogni generatrice per cui A+ 2Bu+ 
-- Cu? = 0 sono i punti flecnodali della generatrice ; al variare di v 
essi descrivono le due curve flecnodali di R. Ciò sappiamo già dal 
Cap. П $ 16 B; un’altra dimostrazione sarà data al $ 37. 

Per vedere come si trasforma l'espressione A + 2Bu + Ои? 
per la sostituzione generale (1), si può (F.) far uso dell’ invarianza 
dell’ elemento lineare proiettivo, 

Da (1) si ha 


s tt E 
dé aha (i up, фу 
(kis, uy (...) , , 

dove non importa precisare il valore di (...). Se ne deduce tosto: 


1 (4-+2Ви -+ Cud 


2 du--(a--2bu--cu*)]v 


V? — [40o--pat)* -280. 3-9) Qa рач) +00 tia) de 


2A pa А р) du 4 (.. Jd 
sicchò 
(4) A +2Bu + Ov? = 
y^ 
Syy AP a 280a Ha) Oa pa) +O, =) | 


D’altra parte, dal Cap. II sappiamo che è in virtù di (1) 


F, = p, + pa, 
ed, essendo 
Fs E 20,9 dudv + Agg dv? = 


uM 
Er" 
58% 
D. 
E. 
LU 


, а, s * * Ф н * b 

iv S R оа M. Р ER бщ, v 

1 "EL ee ne Le ma Mavi кез 
EROI NIRO ЛУЫ Г ГАК A а на Р АЕТ лә ГУ, 
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= 2а hisp V'du dv -+ (. . .)d9?, 


Aite 

(5) " = V'A pa — a), 

sicchò : 

(4) bis = + 2Bu +a = 

а? 
1 
oa т [ады + 280+ + нд + 
+ 003 +094 

ossia : 

(ue 02 4 3B 05) 


алд? 
SR 
"RUN e Moi 


L'aspetto della formola a cui si è arrivati rende spontanea 
l’idea d’ introdurre coordinate omogenee sulla generatrice ponendo 
u= h: 4 Poichè 


M + pa 1 - 
x= у + w = y + —————&———————— х= 
(de PO 
1 
—— (y us 
А, pau) ù Э, 
è in virtù di (1) 
(6) у= (у FA) , z= plpa y + pag). 


Posto al solito р = (yz), è p = p?p; le sostituzioni (2) di 
prima specie non cambiano ry il fattore delle coordinate delle 
generatrici, 
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Per definire come si trasformano /,,/,, è naturale porre la 
condizione 


£y d lg py +42). 
Se ne deduce subito : 


(6) is t mS + bali › =a б. 


4 t, i А ; 
Ponendo nella (4) 3, «= u , essa si scrive ora semplice- 


mente : 


1 
(4) quater a ME + 2Bt, ta + C$) = 
1 = bs: di 
= PO ta аа) =7 (48 + 281,1 +06). 
18 


In particolare, posto p= 1, àite — № р = + 1, si vede che 
la forma quadratica 


(7). тт + 28, + OR) = ( : )= 10) 


ё impropriamente intrinseca, vale a dire, mutando il parametro v, 
ed eseguendo la (6) ы, in cui (A, ро — Agp)? = 1, essa non cambia 
oppure cambia di segno secondo che A, fla — Agp, = 1 oppure 
М la — day = — 1. Questa proposizione è essenziale nella nostra 
teoria delle rigate. Al $ prossimo se ne vedrà un’altra dimostra- 
zione, Lo studio della forma intrinseca /(0) e di ј:а,,2 sarà ese- 
guito al 8 35. 
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$ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca. 


A) Linee asintotiche. 


Le generatrici v — costante di una rigata formano un sistema 
di curve asintotiche, Per brevità, indicheremo in questo Capitolo, 
col termine asintotiche quelle dell'altro sistema (*), date dall’ e- 
quazione differenziale 2 adu + 99 dv == 0 ossia 


(1) di а-и о =0. 


`L’ equazione (1) ha la forma di Riccati, ed il suo integrale 
ha quindi la forma 


М + es 


u= o, costante arbitraria. 
pa: 


Segue il teorema di Serret, che le asintotiche segnano sulle 
generatrici punteggiate proiettive. Posto 


М + pa 


u= =, 
№ + 


il punto y-+- uz descrive un'asintotica se u è costante. Cerchiamo 
la corrispondente trasformazione delle coordinate omogenee t, ty. 
Posto u = t, :t,, la (1) diventa 


ti, — tit, + ай + Ы, + ой = 0 


che, introducendo un nuovo parametro о, posso scrivere nella 
forma : 


(| = (6-- o), + els, 4= —at, + (~b + ota. 


(^) Con ciò non escludiamo il caso che R sia una quadrica. 
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Posto 


t mM als ta MS рй» 


il precedente sistema deve essere soddisfatto dando alle Е valori 
costanti qualunque, sicchò A,, Ag e Wi, p, ne sono due soluzioni 
particolari. Supposto p — 1, deve essere secondo le nostre conven- 
zioni А» — № 9, = 1-1 = costante. Se ne deduce subito с = 0, 
cosicchè : 


(2) ti bt, + cla, l4 = — at, — bts. 
Se R è riferita alle asintotiche, ё a=b=c=0. Se R non è 


riferita alle asintotiche, vi si può arrivare cambiando il parametro 
col porre 


vela. 
Md pa % 
e più precisamente 
(3) tí MS pate ta MS pato 


senza cambiare v e il fattore delle z; dove A, Ào e pa, p, sono 
due soluzioni del sistema lineare (2) scelte in modo che sia 


(3) nis Mpa dala = 1. 
| Secondo il 8 precedente, вага poi 
(8) ur у =A tha, 2 = ру pas 


Si considerino qui v,/,, tą come variabili indipendenti; le 
derivate parziali di ^, e ty rapporto a v sono date da (2). Essendo 


ty T taz my + ta, 
Si ha quindi derivando rapporto alla v sotto le ipotesi fatte 


(4) hy gy +h?» 
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834, 41 
dove abbiamo posto 
(5) y =y' +by—az, à = 27 су Бе 
Introducendo le у, 2 , le equazioni (11) del $ 31 assumono 
la forma più perspicua 
'=—-by+az+ 9; 2! == — oy -bz + 2» 
(6) y = —- (В +1048 (0 —b)y + aż, 
2 = —0y + (B—jja— o) + (0 +b). 


Correlativamente, posto 


(5) du 121-4 bq—at, = 0407—66, 
si ha: 

m=—bntattn Co o UC, 
(0 — mq =(B—jim— Att (0 — b а, 

E =— 01 — (B E )t— en + (94-9. 


Alle (6) e (6) ы, si associano le formole seguenti che seguono 
subito dal $ 81 


Syn-- 0, Syk — 0, Se = 0, Sef — 0, 
© 501—0 So —ав, Sin = ap, SEO, 
y Syn =0, Syé = arg, + 81) =— a, Se = 0, 
Sym=0, Sy = 0, Si =0, 826 =0. 


Notiamo pure qui le formole 
(6) quae (veye) = em (nent) = 
che si Kant subito dalle (4) 8 31 e (5) 8 32 e le formole 
(16) = (ж), (= — oluy), (E) == — olz) 


(6) quinquies 


M)= (2), (n)  — o(y2), (10) = (у). 


ma x Я MILTON ШЕСИ Т А iind: 
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Queste ultime si possono dedurre facilmente dalle (6) wu ез 

(6) quater» P. es, essendo 


Sny = Sny = S1y — SY = 0, 


è 
(15) = Мул). 
Ога 
| (ntt) =— (menk) = — 04,39, 
| bs e Syt Syl 0 a 
(meê) = уй = | ааб, 


sicchè А = — w, ecc, 


Continuando a considerare v, /;, îs come variabili indipen-- 
denti, deriviamo 1” identità (4) rapporto alla v. Per le (6) si ottiene: 


Л ви 4+ 0| e| 0y Biet] = 
на, | (B+ HE ry] + 
+ [- os (F-7) + 07| 
e quindi tir la (4) stessa 
1 [B+ + 4| + |- 0v+ m = 
=1 | (F+ 9+ 47| +h |—0+ 6-7]. 
Correlativamente | 
x : l3 [aix — 4 | th e i — x | == 


=&|(®#—0я—4Е| à foz- Gn]. 
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Queste equazioni valgono anche senza l'ipotesi che i coef- 
ficienti della sostituzione (3) siano soluzioni di (2), purchè sia 
Aia — № = 1. Infatti, S essendo una tale sostituzione, è 
‘chiaro che si possono trovare due sostituzioni S,, S, della stessa 
forma e con cofficienti soddisfacenti alla (2) e tali che S sia il 
prodotto di S, e dell'inversa di S,. Partendo da (4), lo stesso 
ssi può dire per la: 


LY +l my +z 
B) La forma bilineare fondamentale. 


Indicando con ту, Ta e ту, т, risp. altri valori di /,, /j © hs И 
la forma bilineare 


ЕЕ [à — — ad + = [on + | 


mon cambia per la sostituzione 
ti =й Heh | mi n Vas 
et " E _ Мр №1. 
lg =ħa ly + pala» To = ha Ti + pa To 
Per le (6) ,, la forma bilineare scritta sopra è 
а [Т2 -+ (B + lta + (B — lar + А { 


Più precisamente, si trova che la forma bilineare 


1 
KOS a 1 AINO EE Atit -H Blii ta + tati) + Olata + 
lo Ta a ig 


H4 ) Ta — وا‎ ч) 


è impropriamente intrinseca. Per ciò che abbiamo provato, basta 
dimostrare che: 1° essa non cambia introducendo un nuovo рага» 
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metro v al posto di v, 2° essa cambia di segno per la sostituzione 
toh; k = وا‎ che equivale alla y=—%, 2=2, n =h. 
=, a= — а; ө ciò si vede subito dalle (6) ы, e (8) mx del § 31 
ө (7) del $ 32. 

Dire che /(t, т) è impropriamente intrinseca, equivale eviden- 


temente a dire che is è intrinseca e che la forma quadratica 
1(1) è impropriamente intrinseca, il che abbiamo visto, per tut- 
t'altra via, al 8 precedente. 

E spontanea la domanda: quale è ıl significato geometrico della 
proiettività definita sopra ogni generatrice dalla relazione bilineare 
f(t, *) = 0? 

La relazione /(t, т) =0 6 intrinseca, ma non invariante; e 
quindi non si può caratterizzare con elementi dipendenti soltanto 
dalla rigata R, ma occorre anche tener conto del fattore scelto 
per le coordinate p = (yz) della generatrice. Per interpretare 
geometricamente il fattore delle p, si può considerare il complesso 
lineare di coordinate p' =% Questo complesso (variabile al va- 
riare di v) contiene evidentemente la congruenza lineare speciale 
delle tangenti di R nei punti della generatrice corrispondente. 
Viceversa se facciamo passare, per ogni valore di v, un complesso 
lineare (non speciale) per la congruenza lineare delle tangenti di 
R nei punti della generatrice corrispondente, si può scegliere il 
fattore di p in modo che il complessso scelto abbia per coordinate 
le p', il che del resto non determina p che a meno di un fattore 
numerico. Il complesso р’ contiene evidentemente tutte le generatrici 
del secondo sistema di (tangenti asintotiche di Æ) convenendo 
chiamare primo sistema di generatrici di Z quello cui appartiene 
la generatrice corrispondente p di R. Invece due sole generatrici 
del primo sistema di Н appartengono al complesso p', cioè p ed 
un altra generatrice д. Dico che 


(8) а= (02) 


La retta д essendo intrinseca [efr, (4)], si può supporre A 
riferita alle asintotiche. Allora q = (0'2') e per le (10) del $ 32: 


(9) 24 =p" —0' p' + 2jp 
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sicchè q sta su Н. D' altra parte è 
Вар = S(y 2) (C7 = CA) =0, 


c. d, d. Osserviamo che I equazione (9) vale evidentemente anche 
se R non è riferita alle asintotiche. 

Considerando la retta g come immagine del fattore delle p, 
si arriva facimente al significato geometrico della proiettività 
1(, т) =0. Si consideri la rigata S generata da q; fissato v, si 
costruisca il piano tangente di R nel punto t, y --tjz; nel punto 
d' intersezione di questo piano con la retta q, si costruisca il piano 
tangente di S; V intersezione di quest’ ultimo piano con la retta р 
è il punto туу + ta2 corrispondente a ty -- 2 nella proiettività 
f£ (t 9 x 0. 

Infatti l'intersezione del primo piano dell’ enunciato con q 
essendo evidentemente 4j + t,2 le (6) mostrano che l’ interse- 
zione del secondo piano dell’ enunciato con p è 


& [B+ y+ 4] |—00 408—0). 
Ora 
т, —(B 4-7) — Ct 


ta, А, + (B — j) = f(t, *), c. d. d. 


La quantità da essendo intrinseca, per vedere come si tra- 
12 


sforma per la sostituzione generale (1) del $ 8, basta esaminare 
l'effetto della (3) del $ 33. La (7) del $ 32 mostra subito (si può 
per semplicità supporre а = с = b= 0) che ё 


(10) i-i) +6, se u = u, 0 = v, х pz. 


C) Congruenza flecnodale. 


La congruenza generata dalle generatrici del primo sistema 
delle quadriche osculatrici 7 si chiama la congruenza flecnodale 
di В; una rigata qualunque della congruenza flecnodale si può 


ERP SOTA E 
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scegliere come la rigata delle rette g disponendo del fattore arbitrario 
delle p. In particolare possiamo scegliere il fattore p. in modo che 
q descriva una sviluppabile della congruenza flecnodale, per il 
chò occorre e basta che la proiettività F (f, 7) = 0 sia degenere, 
ossia che sia soddisfatta la condizione 


40— (8+3) (8—7) = 40—84 = 0; 


dalla (10) e dalla (4) del $ precedente ві ha 


(11) (+) -e (4) видо о. 


p 


Le tangenti asintotiche nei punti flecnodali si chiamano 
tangenti flecnodali di R e le rigate che esse generano si dicono 
trasformate flecnodali di R. I punti doppi delle proiettività 7 (7, т) =0 
sono i punti fleenodali; applicando quest’ osservazione alle proiet- 
tività / = 0 degeneri, si arriva alla proposizione di Wilczynski 
che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali della 
congruenza flecnodale di R. Da ciò appunto il termine di congruenza 
flleenodale. La congruenza flecnodale è quindi un caso particolare 
«delle congruenze con ambedue le falde focali rigate (che saranno 
studiate al Cap. seguente), 

Terminiamo questo $ con un’osservazione relativa alle cor- 
relazioni. Per passare da R ad una superficie correlativa, basta 
Sostituire y е C alle y e z e quindi, per le (4) yı, e (5) del $ 32 
y ez alle v o $. Da ciò si vede immediatamente che la forma 
bilineare f (t, т) si cambia in — f(x, t) passando alla rigata correlativa ; 
in altre parole, la forma quadratica f () cambia di segno, e la 


«quantità ci non eambia. 
12 
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$ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici 


per superficie rigate a due curve flecnodali distinte. 


A) Coordinate normali, 


Per arrivare dalla forma quadratica intrinseca /(t) e dalla 
quantità intrinseca i ad espressioni che siano anche invarianti, 
12 


occorre esaminare l'effetto della sostituzione moltiplicativa а= = pz. 
Abbiamo già osservato che è (cfr. (4) quater del $ 33 e (10) del 8 84) 


E 5М ا‎ + (7) ч +0 £ (9 


Le variabili 44,4, della forma quadratica /() non sono com- 
pletamente determinate; esse si possono sostituire, come sappiamo, 


da tla, dove . 

t M5 + pale f = Mh F раб dale — Mx uml; 
se ра А Ш — — 1, occorre inoltre cambiare il segno delle 
A, B, C. Il discriminante В? — AO di f(t) è quindi intrinseco; e 
l’effetto della sostituzione moltiplicativa х = px è 


(1) us В? — АО = p (B: — А0). 
Il segno 
(1) tor Е = 8gn (В? — 40) 


di B* — AC à quindi intrinseco ed invariante; ciò è a priori chiaro, 
essendo e= 1 se le due curve flecnodali sono reali e distinte, 
e= — 1 se le due curve fleenodali sono immaginarie coniugate, 


(*) È facile verificare che il valore di LA è indipendente dalla scelta 
а. 
particolare di v. S 


iaaii a р EES PUR a LER AREEN A Y PANER IEA 
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ed e=0 se le due curve flecnodali coincidono. In questo $ sup- 
porremo s? = 1; è spontanea l idea di normalizzare il fattore 
arbitrario colla supposizione intrinseca ed invariante 


(2) B°-A0=e, 


Le coordinate p corrispondenti si diranno coordinate normali ; 
la (1) ы, mostra che le coordinate normali contengono un radicale 
quarto; precisamente se p non sono normali, le coordinate nor- 
mali sono 


4 
+B — AC | p. 


Il segno delle coordinate normali non è determinato; la scelta 
di esso equivale, come sappiamo, alla scelta del verso positivo 
sulle generatrici. Possiamo scegliere anche la variabile indipendente 
v in modo sostanzialmente determinato, supponendo (in coordinate 
normali) а = +1, ossia 


i 1 баргар = (vedyd) =od, o — +1. | 


(Il segno è del resto non è invariante che rispetto a collineazioni 
a modulo positivo). 

La variabile v determinata da (8) а meno del segno e di una 
costante additiva ві dirà 1 arco protettivo della rigata. In coordi- 
nate non normali è 


edi! = V| B3 — 4C| (yz dy dz). 


B) Invarianti fondamentali d'una rigata а linee flecnodali distinte, 


Nei calcoli seguenti faremo uso di coordinate normali, as- 
sumeremo l’arco proiettivo come variabile indipendente ed inoltre 
supporremo la rigata R riferita alle asintotiche, Le variabili ti, tg 
non sono ancora completamente determinate; fissando anche il 
Verso positivo sulle generatrici, è ancora lecito di porre 


ti = ма + pa deo аб + pal Medea = 1 
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№, №, ра pa Costanti ; 


:se invece invertiamo il verso positivo sulle generatrici, dobbiamo 
porre 


„=й tui رای( = وا‎ Hah Хра р 1 
(4) is №, №, Ua, Ве Costanti ; 


- «e di più, cambiare il segno di А,В,С. La quantità j corrispondente 
salle nostre ipotesi è intrinseca ed invariante; la forma quadratica 


Ec «5) №0) = Ай 4- 2Bt, t, + 08 


A „a discriminante В? — AC =e à impropriamente intrinseca (cam- 
W. biando di segno, se si inverte il verso positivo sulle generatrici) 
—. æd invariante; e tali sono pure le forme 


pe: 


(0) =A't+2B't,t,+0"tì, 


| E È (5) n. f (= A" à 4- 2B" t,t --O" & 
E ow 


= „dove gli apici indicano derivate rispetto all'arco proiettivo v ; però 
.. con V avvertenza che Ё (t) cambia di segno anche se si inverte il verso 
~ positivo dell’ arco protettivo, Essendo a=b=c=0, К à ben determi- 
«mata, a meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (se si 
vuole determinare Æ a meno di collineazioni a modulo positivo, 
bisogna conoscere anche il segno w). Osserviamo ancora che può 

‘essere B?— AC =0 per qualche generatrice particolare; tali gene- 

У ratrici sono da escludersi come singolari, se si fa uso di coordinate 


M normali e dell’ arco proiettivo. 

E Derivando la (2) si ottiene : 

: ур 

ш ч АО + 04'—2BB'=0; 


le forme quadratiche / (t) e /' (t) sono quindi coniugate ; i due punti 
(bur che sono definiti da f (t) = 0 sopra ogni generatrice sono co- 
" niugati armonici rispetto alla coppia dei punti flecnodali е si diranno 
«punti armonici della generatrice; essi descrivono le due curve 
3 -armoniche di R. Se ne vedrà più avanti ùn significato geometrico; 
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un significato più semplice sarà dato al $ 37. Il risultante delle 
forme /( e f"(0) 


4 (B? — АО) (В — A'0")—(A0' + CA' — 2BB')? 
$i riduce, in virtù di (2) e (Бу, а 4sh, dove 
(6) h= В? A'C' 


è intrinseco ed invariante; si vedrà fra poco che è h= 0 allora 
ed allora soltanto che R possiede una retta direttrice. La quantità 


ASTANTI 
(7) hu A. BF 0 
А" Dp" e" 


è impropriamente intrinseca ed invariante, ma cambia di segno 
anche invertendo il verso positivo di v, Si vedrà al $ 37 che è 
k= 0 allora e allora soltanto che R appartiene ad un complesso li-* 
neare; im particolare se h — 0, è anche k= 0. Ciò si può verificare 
con facile calcolo. Infatti 


А 87.00 О —2B А 
oa A'. B' 0 OC —2B' A = 
4“ p" o" Eh iiid op" A" 


—2(B*—A40) AO'-0A'—2BB' . AO" 4- CA" —2BB" 
АО --CA'—2BB' —9(B*— А0) A'O"--C'A"—8B' B" 
AC" --0A"—2BB" A'Q" 4-0 A" —2B' B" —2(B"* —4"0") 
—2e 0 2h | 
=з 0 —2h — = 0, so h= 0. 
E 2 —M —2(B"—A"C") 


Il 


Dalla (5),, segue per un noto teorema d’ algebra (о se si vuole 
di geometria proiettiva)-che, se e= — 1, h =0. Dimostriamo il 


TEOREMA FONDAMENTALE : 


Se h 3: 0, cioè se R ha curve flecnodali distinte, e non possiede ' 
nessuna retta direttrice, la superficie R è determinata a meno di colli- 


Funini ө ncn, Lovioni di Geometria proiettivo-di/ferenziale. 14 


л Id rf 


È. PI 


TT 
foe ОМ 


Y 
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neazioni, se вї conoscono e= +1, 1 +0, К, j in funzione dell'arco 
protettivo v; ma affinchè R esista, deve essere hD>0 se e= — 1. 
Basta vedere che la forma quadratica /(f) ne è ben determinata a 
meno di sostituzioni della forma (4), (4),,. Per fissare le idee, 
supponiamo e= 1, 4>0; il lettore vedrà da sè che il teorema vale 
anche per e = —1, A70, e per e= 1, h<0. Il dare Ье k equi- 
vale a supporre soddisfatte per un valore iniziale v = v, le 


(8) B°—A40=1, B'3— А'0' =, AO  -- 04' —2BB' = 0, 


e dappertut'o le equazioni ottenute derivando 


d AQ" 3- C. " —2 BB" = 2h, 
(9) A'C" -- СА" —2 B'B" = — М, 
oltre alla ' 
АВ AC 
o" А ыы B'=k. 
КЕ шр а 


Le (9) si possono risolvere rispetto a А”, B", C"; infatti il 
loro determinante vale 


AB||C —2B S BO||—2B A 
A'B' | |O' —2B' Во | |—2B' A' io Sn E 
_|430 C-2BA|_ 
AN BOO || O' —2B' А! 
— 2 (Bh — AQ) AC' + СА — 2BB' |- ti 


— |40'--04' —2BB' —9(B* — А'0) 


Le (9) determinano dunque completamente le 4, B, С appena 
siano date ^> 0, k con l’unica condizione che i valori iniziali 
soddisfino alle (8). Noi possiamo con una delle trasformazioni (4) 
portare i valori iniziali delle radici di / = 0, / = 0 (reali per ipo- 
tesi) in un gruppo armonico prefissato a piacere, p. es. le radici di 
f=0 nei punti w—0,c, quelle di / = 0 in u= 1, — 1. Sarà 
inizialmente 


A=0=0, B'=0, 4+0=0 
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sicchè le (8) danno 
i 8= 1, А?%= 


e abbiamo quattro gruppi possibili di valori iniziali e cioè 
1° f(0)=24t, Р (0) = (0—8), 
2 0) = — 2tt, 1 (0) = 108—8), à 
8° f(—34,4 1 (0) = 000—0, 
4° (0) = — 2l, I= (8—8). 


er v= ty. 


Ma tutti questi casi sono equivalenti per le nostre trasforma- 
zioni (4) e (Dus infatti da 1° per es. si passa а 2° ponendo n= 
=}, = 1, e cambiando i segni, a 3° ponendo == —h, „= m 
e cambiando i segni, ed a 4° ponendo t, =, і = xe be Pertanto 
considerando non distinti due sistemi di valori di 4, B, C che si 
deducono l'uno dall’altro con una delle trasformazioni (4) о (4), , 
le А, B, О sono completamente determinate dalle equazioni diffe- 
renziali (9) e dalle condizioni iniziali (8), c. d. d. Dimostreremo 
al 8 38 che il calcolo si può fare in modo che non si abbia ad 
integrare che un’ equazione di Riccati. 

Supponiamo invece № = 0. Dimostreremo: 

Se h — 0, una delle radici tı: tẹ di f(t) = 0 è costante, e una 
delle linee flecnodali è una direttrice rettilinea. Infatti si può porre: 


/(0 = 10) = 9 (ta — de l) (Brita — Beti) 


sicchè 
f' (t) = 2 (ai te — asti) (Bi ta — Bati) + 2 (a te — 091) (Bi te — 04). 


Abbiamo visto sopra che è, in virtù di k= 0, f' (#0 op- 


pure /' (К) = 0; sia р. ез. 


(= 2 (о. — da B) (mar — ag 04) = 0. 


G 
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Ma (o fy — o f)! е = 0, sicchè a, as — ds a= 0 ossia a : o= 


= Costante, 

Per un momento escludiamo il caso che tutte le due radici e 
quindi per la (2) anche tutti i coefficienti di f siano costanti; al- 
lora ®:0 è reale sicchè e = 1; e con una trasformazione (4) si può 
ottenere che sia “ = 0 ossia €= 0. La linea t,=0 generata dal 
punto z è quindi flecnodale ed asintotica e dunque retta. Ciò si 
verifica facilmente. Infatti, se a= b = c= О = 0' = 0, la seconda 
delle (11) del $ 31 si riduce a 


# = (B—j)z, 


sicchè fra le quattro coordinate z vi sono due relazioni lineari а 
coefficienti costanti. Supposto C — 0, la (2) dà 


(10) В=с= T1, 
Siechó 
fC) == tı (Ah + 20/3). 


Le trasformazioni (4) che non cambiano l'ipotesi С = 0 sono 
aen ipw di: hi (А, р costanti, 3:0). 


Sostituendo in /(/) si ottiene 


0) = An + 201 , 
dove 


А = AM + 202 y. 


Delle trasformazioni (4), non occorre che considerare una 
sola, p. es. la 


ћ, = — 1‏ کا 
seguita dal cambiamento di segno di /, che dà‏ 


—[()== Һ(— АҺ 4-261). 


ست ففخو didit‏ 
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Si vede dunque che tanto il segno o quanto la quantità 


А"! 
(11) ERIT 
sono intrinseci ed invarianti, e che quindi: 


2° TEOREMA FONDAMENTALE : 


Una rigata R con una sola relta direttrice e con un'altra curva 
flecnodale non retta, è determinata, a mieno di collineazioni, date 
з= +1, D e j in funzione dell'arco proiettivo. 


Resta il caso che tutti i coefficienti di /(/) siano costanti. Il 
ragionamento che precede mostra che R possiede due rette direttrici 
distinte, reali o immaginarie se i coefficienti della f sono costanti. 

È evidente il teorema: Una rigata R con due rette direttrici di- 
stinte, cioè appartenente ad una congruenza lineare non speciale è 
determinata a meno di collineazioni conoscendo e= +1 e j in fun- 
zione dell’ arco protettivo у. 

L’ osservazione fatta alla fine del $ 34 permette di indicare 
subito l'effetto del passaggio da R ad una superficie correlativa. 
Se A0, s, h e j non cambiano e % cambia di segno. Sarebbe 
facile dedurre senza calcoli che %=0 è la condizione perchò la 
rigata appartenga ad un complesso lineare. Se A= 0, ed i coef 
ficienti di /(/) non sono tutti costanti, D e ў non cambiano, muta 
invece il segno n. Infine una rigata appartenente ad una con- 
gruenza lineare ammette sempre correlazioni in sò. 


0) Alcune applicazioni geometriche (*). 


Terminiamo il $ con V interpretazione geometrica delle coordinate 
normali. Per quanto abbiamo detto al $ 34, basta interpretare la 


i 


(*) Le quadriche W, e Wg e lo rette q, © gẹ che qui definiremo furono 
introdotte per la prima volta da Čech nella memoria : « Projektivní geometrie 


peti soumeznych mimobezek » (Géométrie proiective de cinq droites infiniment 
voisines) nelle Publications de la Faculté des Sciences de l’ Université Masaryk, 
1921, n, 4. 
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posizione della retta q corrispondente [che diremo generatrice prin- 
cipale di Н (*)]. A tale scopo determiniamo, per un valore fisso 
di v, il luogo dei poli della generatrice corrispondente rispetto alle 
coniche osculatrici delle asintotiche. Per l’asintotica generata da 
x= y--uz il polo della generatrice è, secondo il Cap. III $ 26 


Essendo Fg = aisy dv, sarà [(8) del 8 31] 
а = 1; 4 = А + 2Bu+ Cu’, 


alog 9? 
FUE ni 4A! 4-2B'u 4- О'и? { 
ысуу а у а) TT api ST): 


Posto al solito «u=ts:t,, il polo della generatrice p rispetto 
alla conica osculatrice dell’ asintotica t, y + tz è 


(12) l 4f(D(hy' + 132^) + F (0) (a y -+ ta). 


Per fissare le idee si supponga AÀzz0,. Le forme /( e /' (Ù 
sono allora prive di fattor comune sicchó: Fissato v, il luogo dei 
poli della generatrice corrispondente di R è una cubica sghemba ©. 
Le generatrici del primo sistema di H sono bisecanti di O; in par- 
ticolare, la generatice p di R interseca О nei punti flecnodali, La ge- 
neratrice principale q di Н interseca О in una coppia di punti ar- 
monica rispetto alle tangenti flecnodali. Le generatrici del secondo 
sistema di H che passano pei punti d' intersezione di q e О incon- 
trano р nei punti armonici di p. La retta p e la cubica О sono la 
base di un fascio di quadriche, al quale appartengono due coni i cui 
vertici sono rispettivamente nei due punti flecnodali; è notevole la 
quadrica del fascio coniugata armonica di H rispetto ai due coni del 
fascio, che è quindi il luogo delle rette che congiungono i poli della 


(*) La rigata generata da у è quella che il Wilozynski chiama rigata 
principale della congruenza flecnodale, 


NONE TI TOUT CACAN TORT EO APS OE OIE rei Д5 
> ч. a СА ‹ pe 
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generatrice p rispetto alle coniche osculatrici delle asintotiche che pas- 
sano per ¥ diversi punti x di p ai punti coniugati armonici di x 
rispetto ai punti flecnodali; tale quadrica sarà ‘indicata con la let- 
tera W,. Incontreremo la quadrica W, ai Cap. IX e X nello studio 
delle corrispondenze X e delle quadriche di Moutard. Posto per un 
punto generico dello spazio 


(13) g= Ày- pe + МУ + uu 


e riguardando X, р, Xj, y, come coordinate di z in un sistema di 
riferimento dipendente da v, si trova facilmente che l’ equazione di 
W, ò 


(14) 4 [422a + ВО, + up) + Сы] — (44 +28 + С) 0. 


Correlativamente, il piano polare di p rispetto al cono oscu- 
latore dell'asintotica /,y 41s è 


(12), 4f (t) (АДЛ T 580) +7 (0 (tim + tC). 


Il fascio di piani di asse p e l’ insieme dei piani che si ottengono 
da (12) ы, al variare di t,t sono la base di una schiera di qua- 
driche. Indichiamo con W, la quadrica della schiera coniugata armo- 
nica di H rispetto alle due coniche della schiera. Essendo & un 
piano generico dello spazio, posto 


(13) via E= An H pt AN Hu 


in coordinate A, t, М, (4, [diverse da quelle definite da (13)] 
l'equazione di W, è la stessa (6). 

Se R possiede una retta direttrice, la cubica C si spezza in 
tale retta ed in una conica che interseca la retta direttrice nel 
suo punto d'incontro con la generatrice principale di Н. Se R 
possiede due rette direttrici, С si spezza in queste due rette e nella 
generatrice principale di H. Ció si vede immediatamente dalla (12). 
Ometto pure le facili dimostrazioni delle osservazioni seguenti: Le 
quadriche W, e W, sono polari reciproche tanto rispetto ad Н, 
quanto rispetto al complesso lineare osculatore ($ 37) di R. Se R 
appartiene ad una congruenza lineare, W, e W, coincidono, In ge- 
nerale, W, e Wọ si toccano lungo р, ed hanno in comune due 


cuius 


1j 
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generatrici dell’ altro sistema che escono dai punti armonici. Le due 
generatrici di W, passanti per un punto flecnodale di р (una delle 
quali è appunto p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente 
flecnodale (tangente asintotica nel punto fleenodale) е la tangente 
alla curva flecnodale. 

Qualche importanza ha pure quella generatrice т, del primo 
sistema (cui appartiene p) di W, che interseca О in due punti 
coniugati armonici rispetto a quelle generatrici dell’ altro sistema 
che escono dai punti fleenodali di p; la definizione di tale retta 
essendo analoga a quella di 7, la diremo generatrice principale di 
W,. Un facile calcolo dà 


ї=(А'0'— B'?)(yz) J- 4(A'C - BB')(y2')-4(A0' - BB!) (ey) + 
+4(B0"- ОВ'У(уу)4-4(АВ' - A'B)(22)+16(AC- B?) (у'&/). 


Correlativamente si definisce la generatrice principale qy di Wa, 
le cui coordinate sono 


da= (A'O' - B'?(yz)--4(A0' - BB')(yz') - 4(A'C - BB')(zy') — 
a — A(BO'- CB')(yy')-4(AB'- A' B) (22°)+16(40- B?) (у=). 
È dunque 
dı + ds + 2№р + 324 = 0: 
le due coppie di rette p, 4; Чү, 9 appartengono ad una schiera 


rigata e si dividono armonicamente. Se h = 0, q, qı € qg hanno 
un punto comune sulla direttrice di R. 


8 36. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici 
per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti. 


А) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti. 


Qui vogliamo studiare il caso, escluso al $ precedente, che 
sia identicamente B*— А0 = 0. Il discriminante di /(t) essendo 
nullo, si ha 
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il segno s dipendendo dal verso scelto come positivo sulle gene- 
ratrici di R. Per scegliere in modo intrinseco e invariante il fat- 
tore arbitrario di p o, ciò che è lo stesso, di /(t), il procedimento 
del $ 35 non si applica рій, Escludiamo dapprima il caso che l'unica 
curva flecnodale ay + daz sia retta; in tal caso, come vedrenio 
al $ prossimo, la rigata apparterrebbe ad una congruenza lineare spe- 
ciale ; riferendo R alle asintotiche supponiamo dunque che a, : ag 
non sia costante, sicchò il determinante 


®@а — 9391 = (20) 


> 


sarà 20. Del ‘resto, può essere (xa’) = 0 per delle generatrici 


particolari; noi le escluderemo come singolari. Poniamo 
(2) dò = ащ) , Oe 1; 


sicchè (efr. la (1) $ 35) è è intrinseco (non dipendendo neanche del 
verso positivo sulle generatrici) ed invariante, ma dipende però 
dal verso positivo del parametro v. Per scegliere in modo deter- 
minato il fattore arbitrario di /(t) basta supporre 


(3) (aa!) = 8. 


Le coordinate p corrispondenti a (3) e a o= 1, che sono 
quindi ben determinate anche mel segno, si diranno coordinate nor- 
mali. Anche la variabile indipendente v si può scegliere in modo 
ben determinato (anche nel segno) a meno di una costante additiva 
supponendo, se p sono coordinate normali : 


(4) + Sdp.dp = (ууф) = өй, баз 1-1, 81; 


la si dirà l’arco proiettivo di R. Non ¢ è pericolo d' equivoco colla 

denominazione del $ 35, le coordinate normali e l’arco proiettivo 

ivi definiti essendo identicamente nulli per B? — AO = 0, 
Supponiamo che le p siano coordinate normali, che R sia ri- 


TO 4 


E i TUR TN 
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ferita alle asintotiche, e che v sia l'arco proiettivo, sicchè 

Kt) = (a , (оа) = 1. 
Derivando si һа (02) = 0 sicchè 


(5) aj -—le , оу = lh, 


3° TEOREMA FONDAMENTALE : 


La quantità Z è evidentemente intrinseca ed invariante ed il se- 
guente teorema è ovvio: Una rigata R a curve flecnodali coincidenti, 
ma non appartenente ad una congruenza lineare, è determinata a 
meno di collineazioni dati gli invarianti 1 e j in funzione dell’ arco 
protettivo. Dall’ osservazione alla fine del 8 34 si deduce che una 
«correlazione non cambia che il verso positivo dell’ arco proiettivo, 

In secondo luogo supponiamo che sia (riferita alle asinto- 
tiche) a, : == costante, Si può determinare il fattore di /(t) e quindi 
quello di p a meno di un fattore costante ponendo la condizione 
che a, e a, stesse siano costanti; fatto ciò, si può scegliere dv 
secondo la (4). Essendo c una costante arbitraria si può ancora 
sostituire dv e j con 


edv , cj. 


Supposto 7 5 0, sia 
e= SEDÎ , w= NT; 


w è ben determinata a meno del segno e di una costante additiva. 


4° TEOREMA FONDAMENTALE : 
Una rigata R appartenente ad una congruenza lineare speciale per 
cui iz) è determinata a meno di collineazioni dato e= +1, e 


dw C3 in funzione di w. Se invece j — 0, non esiste nessun 


«differenziale intrinseco ed invariante e nessuna espressione finita 


dlog |j | 
Ww 


| 
[ 
| 
4 
| 
| 


ف اف ت دن وی ف 
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intrinseca ed invariante: la. variabile v non si può fissare che a 
meno di sostituzioni del tipo av + b con a,b costanti arbitrarie, 
La rigata R se j = 0, ammette quindi co? collineazioni in sè (*) ed 
è dunque la rigata cubica di Cayley. Ciò si conferma del resto su- 
bito integrando le equazioni (11) del 8 31. Postovi 


4m1. ,Bs0-20 a 020 , je0 b 0), 


esse diventano 


ed integrando si ha: 


D v 
z=(0,0,1,%) , i (on :)ج‎ 


v? v? 
sy bum (1o + +) 


ossia, indicando con 1, x,y; le quattro coordinate di х, 


B) Alcune interpretazioni geometriche, 


Analogamente a quanto si è fatto al $ 35 si possono inter- 
pretare geometricamente le coordinate normali. Si consideri anche 
qui, per un valore fisso di v, il luogo dei poli di p rispetto alle 
coniche osculatrici delle asintotiche, Tale luogo è sempre dato dalla 
(12) $ 35, ma qui si può scartare il fattore (at); sicchó rimane 


(*) Non soltanto œt perchè ogni rigata appartenente ad una congruenza 
lineare (generale o speciale) ammetto со"! collineazioni in sb che lasciano in- 
variate le singole generatrici, 


AT ii ie ala t 2 HU PHI IE 
E e Н Tyr рут A ^ Tje É VA 
PRI io ж vET e. M Ma Cd ia "a CM è È 

: PER t . Va, 


2(&40 — 0514) (t y + taz) + (04 ty — ag ti) (iY + taz). 


Quindi il luogo dei poli di una generatrice rispetto alle coniche 
osculatrici delle asintotiche è una conica. Con la lettera W, indi- 
chiamo qui il piano della conica, cioè il piano 


(7) 83] agg — 200; Nt a). 


Correlativamente, i piani polari della generatrice р rispetto 
ai coni osculatori delle asintotiche sono dati da 


(6) vu 209116 — tat) (01 + lak) A (a — ag 5), H 190), 


e sono i piani tangenti di H passanti per il punto Wa 


(T) vis 04 Y + 952 — 2)47 + 252) 


che è il polo di W, rispetto ad H. Se (44) = 0 la detta conica 
si spezza nella direttrice e nella retta q = (y'#') corrispondente a 
quella scelta del fattore di p per cui i coefficiènti di /(/) sono co- 


stanti. Se invece (aa) Z0 la conica è propria. Supponiamo come 


sopra (20') == 1 e chiamiamo, come al § 35, generatrice principale 
di H la retta q corrispondente. Il punto della conica (6) situato 
sulla generatrice principale di Н sta nel piano osculatore della 
curva fleenodale (unica). Infatti, tale punto è dato da оу + asz. 


D'altra parte, le equazioni (11) del $ 31 si riducono, per le ipotesi 


fatte, a 
y = (апаа — j)y + ое, z" = —оф}у— (ma +), 
sicchè 
0, y" + ода" = — оу + 082) 
e quindi 
(219 + 082)" = — jla y + ое) + (ay + 052) о y а а 
ed osservando (5) 


2(4 y' -+ asz’) = (m y + 2)" + G — D (muy + daz). 
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La generatrice principale di Н incontra quindi l'intersezione 
del piano W, col piano osculatore alla curva flecnodale ; correlati- 
vamente si vede che essa incontra pure la relta che congiunge il 
punto W, al punto cuspidale della sviluppabile circoscritta a R lungo 
la curva flecnodale. 

È notevole che lo studio fatto a questo $ ed al precedente 
Si può applicare senz’ altro anche a coordinate non asintotiche. 
Riprendiamo la sostituzione (3) del $ 34 che conduce a coordinate 
asintotiche e, come ivi, consideriamo v, l, , & come variabili indi- 
dipendenti. Derivando rapporto alla v l’ identità 


RD = fh, 


si trova subito 


P) = 100), ?'@) = Rn, 


dove : 


f) Ай + 2B 4-68, К) = 48+ Bit 4-06, 
Az A'-+2(Ab— Ba), B= В + Ac—Ca, 

г б= C' + 2(Bc— Ob), 
À — À' 4- (40 — Ва) = A" 4- A(A'b — B'a) + 
(8) + 2[4(b' + 2b? — ac) — B(a' 4- 2ab) + Ca], 
B= B+ Ac— Оа = B" -- 2(A'c — €'a) + 


+ A(c' + 20e) — 4Вас — C(a' — 2ab) , 


e اا‎ ——— 


0=6 + 2(Bc — Cb) = C" + A(B'e — O'b) + 
+ 2[40 + В(с' — bc) — O(b'— 20? + ac)]. 


Basta sostituire le jt) e HO) alle /'(!) e /"() per formare le espres- 
sioni generali di e k. Sarà utile che il lettore faccia tale gene- 
ralizzazione formale per tutte le formole dei $ 35, 36 assumendo 
angie la variabile indipendente v in modo arbitrario. 


CAPITOLO QUARTO 


8 37. — П complesso lineare osculatore. 


Nel seguito si suppone Æ riferita alle asintotiche ; l’ osserva- 
zione finale del $ precedente permette senz'altro estendere le for- 
mole al caso di coordinate qualunque. Le formole fondameutali (11) 
del $ 31 si riducono alle 


(1) y'=0y—(B+j)y+ Az , 27 92 (8) — Oy. 


Posto al sollto p = (yz), q = (yz) , si hanno quindi le for- 
mole seguenti, in cui i termini trascurati a destra sono combina- 
zioni lineari di p, p' e delle precedenti 


p'= 24 + 0'p'— 2jp, già osservato al $ 34, (10) 
q = O(yy) + B[(y/2) — (v2)] + A(z) + 2079 — jp, 
g” = C'(yy) + B) — (2)] + A(z) + 

q" == O" (yy) + В" (у) — (yz)] + A" (ez) +... 


(2) 


Se ne traggono subito diverse conseguenze. Cerchiamo in 
primo luogo le direttrici della congruenza lineare osculatrice deter- 
minata da quattro generatrici successive: se r è una direttrice di 
tale congruenza, deve essere 


Srp = Srp' = Srq = Srq' = 0. 
Le prime tre condizioni dànno che 
rm (hy d fs һу 4627) = OY) — tts [t 2) 00) +86) 
sicchè dalla (4) del 8 31 si ha: 
Srg' = — «аз (Alt + ЭВ! + C5) = — ways {(1). 


Le direttrici della congruenza lineare osculatrice sono quindi le 
tangenti flecnodali come si sapeva a priori. Si vede anche che, se 
A=B=0=0, R è una quadrica come si può stabilire facil- 
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mente in altri modi; se А = B = О = 0 per un valore di v, Н 
iperoscula R lungo la generatrice corrispondente. Condizione affinchè 
q” sia combinazione lineare di р, р, q,q' o che К appartenga ad 
una congruenza lineare si (rova subito essere 

ABO? 
(3) rs dr d 


che cioè le radici di f= 0 siano costanti (cosa che sapevamo giù 
almeno nel caso в — до 20). Condizione affinchè g"' sia combi- 


nazione lineare delle precedenti o che R appartenga ad un complesso 
lineare è k — 0, come abbiamo già enunciato, 

Le rette del complesso lineare osculatore © sono combinazioni 
lineari di p, р, q,q',q". Vi appartengono tutte le generatrici del 
primo sistema di Æ che sono combinazioni lineari delle sole p, p', q; 
per fissare la posizione di © basta adunque trovare le due gene- 
ratriei di Æ del secondo sistema che vi appartengono, Sia 


r= (hy dft hy 427) m (y!) — hts [cy 2) — Си?) +66) 


una di queste due rette. Affinchò > sia combinazione lineare di 
P, p',q, q',q' è necessario che ^ sia combinazione lineare delle g e q"^ 
sole, sicchò si trova la condizione ` 


IPM At + Bly Ві, 4-0 
5 +- Bt t t 
eea EATE a 
M TE Al LB ВЕ 3-0 
2 


Il primo membro di quest’ equazione è lo Iacobiano delle 
forme /(t) e /'(t); il suo discriminante vale 


4 (AB' — A' В) (В0' — В' 0) — (A0' — А' С)? = 
= 4 (40 — B!) (4' 0' — B'*) — (AC! + CA' —2 BB')*. 


Affinchò esso sia identicamente nullo, deve essere identica- 
mente o 


B — СА = 0 


Ы. 
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oppure 
A'0'—B?= dy лов 
-8 = (p/a =m], 

Vi sono due classi di superficie rigate per cui tutti i complessi 
lineari osculatori Q sono speciali : la prima è quella delle rigate a 
curve flecnodali coincidenti; la seconda è quella delle rigate che pos- 
seggono una direttrice retta. Nel secondo caso, supposte coordinate 
normali, è hı = 0, condizione che ci è nota dal $ 35. Nel caso 
generale la (4) definisce sopra ogni generatrice due punti di- 
versi che si dicono, per il loro significato, i punti del complesso 
(della generatrice) perchè per essi passano le generatrici di H del 
secondo sistema appartenenti al complesso lineare osculatore. Le 
curve generate da tali punti al variare di v si dicono le curve 
del complesso di R. Le tre coppie di punti sopra ogni generatrice : 
dei punti flecnodali, dei punti armonici, dei punti del complesso sono 
armoniche a due a due, sicchè due coppie e due soltanto sono 
reali, Ecco la nuova definizione delle curve armoniche promessa al 
$ 35! Osserviamo ancora, lasciando la dimostrazione al lettore 
come esercizio: Se per un valore particolare di v ё B? — AO =0, la 
curva flecnodale tocca in generale la generatrice corrispondente ed 
Q non è speciale. Può accadere invece che la curva flecnodale abbia 
un punto doppio; allora è speciale. 

. Cerchiamo ancora il complesso lineare osculatore dell’ asin- 
totica descritta dal punto ` 


w = ty + taz 
dove t, e łą sono costanti. Posto 
E= tN tak, 


dal Cap. I ($ 7 A) sappiamo che, rispetto a tal complesso, il 
piano polare del punto 


№ 4-42! + A9 2" 
è il piano 


FRE +e". 


iaia ТРУТОВИ РСТ si түүлү ЛЕ mi 
"T. Р d Ат; d N 
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Essendo 

№ 4-а == М, у Mag + Mti y Mz 

M EXE = Mn + Mt HUS HE Ataf’, 


il piano A&4-A,8 è anche il piano tangente di Æ nel punto 
Aw- ix; segue che tutte le generatrici del primo sistema di Н 
appartengono al complesso in questione; di piü 


ic + da (0° peer 0' 2) = 


M — M [AB +) +40} + 
“= ba ÍhA--4(0—7)]: , 
A+ M E" — 0) = pa, + alt, (B — 3) +0 + 


-|- 


M lh 4S0 4-7 | t 


Condizione affinchè il piano A&--AQ(&" —0'ê') sia il piano 
tangente di Н nel punto Az -+ A, (e'"—0' a) è 


M — dall: (B+ i) +40] 244-354-8403 —3] | _ 
MEM ISO + O) M — lh 4 + (B+) | 


= (0 (7—0). 


Escludendo il caso triviale di /(t)= 0, otteniamo i due punti 
di p da cui escono le generatrici del secondo sistema di Æ ap- 
partenenti al complesso lineare osculatore dell’ asintotica generata 
da x; il primo è =, come era evidente a priori, il secondo è 


o=] 


jæ Hax" — 0 x = — (tB -4-ta 0) y + (hA 4- ty B)z, 


ossia il coniugato armonico di x rispetto ai punti flecnodali, Segue 
Subito che le tangenti flecnodali sono polari 1° una dell’ altra ri- 
Spetto al complesso: in altre parole: il complesso lineare osculatore 
dell’ asintotica curva di una rigata contiene la congruenza lineare 


Fonni o Cron, Lexiont di Geometria proiettivo-differenziale. 15 
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osculatrice della rigata. Se tutte le asintotiche di una rigata appar- 
tengono a complessi lineari, la rigata appartiene ad una congruenza 
lineare; la reciproca si prova pure facilmente. Ma il nostro ri- 
sultato ha un’ altra conseguenza interessante. Al Cap. III, $ 25 B) 
abbiamo definito, per un punto generico di una superficie non 
rigata S, le due direttrici come la coppia di rette polari 1’ una 
dell'altra rispetto ai complessi lineari osculatori delle due asin- 
totiche incrociantisi nel punto corrispondente di S; la prima di- 
rettrice passa per il punto considerato di S, la seconda sta nel 
piano tangente, ele due rette sono polari reciproche anche rispetto 
alla quadrica di Lie. Abbiamo pure enunciato un'altra definizione 
delle direttrici che ora siamo in grado di provare equivalente 
alla primitiva. Si considerino le due rigate generate dalle tangenti 
asintotiche di un sistema di S lungo la curva asintotica dell’ altro 
sistema, passanti per il punto x considerato di S. Sopra la gene- 
ratrice passante per x di una tale rigata, si consideri il coniugato 
armonico di x rispetto ai punti flecnodali: i due punti così ottenuti 
stanno sopra la seconda direttrice (e correlativamente per la prima 
direttrice). Infatti l’asintotica di S essendo evidentemente asintotica 
anche sulla rigata, una facile considerazione basta a dedurre la 
proposizione da ciò che si è provato poco fa, tenendo conto 
del fatto che le due rigate hanno in z il medesimo iperboloide 
osculatore, 


$ 88. — Ulteriore studio di superficie rigate 
a curve flecnodali distinte, prive di retta direttrice. 


Sia data una rigata Ё a curve flecnodali distinte in coordinate 
normali, riferita alle asintotiche e v sia l’arco proiettivo (sono le 


ipotesi del $ 35). Supposto һ20 (ве s= — 1, h — 0) vogliamo 
studiare più da vicino come si determina la forma quadratica /(0) 
dagli invarianti A ө Б, dati in funzione di v, Distinguiamo due casi. 


1° caso, e = 1. La forma f(t) si può decomporre in due fat- 
tori lineari reali, sia 


(1) f(0) = 2(4) (80). 


|. s eta 
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Qui, e nel seguito 
(al) = ata —agt, ‚ (0) =...,... 


Dal significato di e si ha (aß)? = 1 ed evidentemente è lecito 
supporre 


(1) bis (ag) = 1. 


Le forme lineari (at), (BA non sono completamente determinate 
dalle (1) e (1) ıı; p essendo funzione qualunque di v, possiamo 
sostituire (at) e (ft) rispettivamente con p(at), p7'(G) e quindi 
(a2) , (88) rispettivamente con p*(aa'), p-*(88). Sia 


(2) ò = sgn(aa') (887). 


Non può essere è = 0 perchó allora sarebbe A= 0 come si 
verifica facilmente, Escludiamo anche i valori particolari di v per 
cui fosse A= 0 e quindi è = 0, Possiamo dunque fissare le forme 
(at) e (Bi) a meno di un cambiamento simultaneo di segno, ponendo 
la condizione 


(8) (ca) = DPR) = n 20. 
Derivando la (2) si deduce 
(4) (a8) = (Pu) = m. 


Le n e m, nonchè il segno è, sono evidentemente invarianti per 
le sostituzioni (4) del $ 35. 

È facile vedere che, dati ad arbitrio è = +1, m,n in fun- 
zione doll’ arco proiettivo о, la forma quadratica /() esiste ed à 
ben determinata a meno di tali sostituzioni. Infatti, da (1)m, si 
vede che (a't) e (8t) sono combinazioni lineari delle (at) e (ft), 
e dalle (3) e (4) si deduce che è precisamente 


(a't) = — mat) + (8) 
(84) = — On(at) + т). 


Basta quindi prendere per (о, fı) e (čs, Ba) due soluzioni del 


(5) 


E 


IU AY "umm Ре AMO M T. Чул REPE E NR LI 
j й ap» T 
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sistema differenziale 
(5) bis a'=—ma+ n , B=—dna4+ mp 


legate da (1),,; il che è possibile, la (08) = cost. essendo conse- 
guenza delle equazioni (5) yı. Da (5) si deduce tosto 


(6)  f'() = 2n|— dd) + e| ,h-40n?, b = 160mn?, 


Dati À e k, sono quindi determinati 8 , m , n? ma non il segno di n. 
Infatti tal segno cambia invertendo il verso positivo sulle genera- 
trici, ossia per una sostituzione della forma (4) yı, del $ 35, 

Se si vuole determinare soltanto la superficie Æ e non le sue 
asintotiche, non è necessario integrare il sistema (5) ws. Posto infatti 


n= (o) , h= (84) 
valgono per t; fisse le equazioni (ofr. le (2) del $ 34) 
п е (œ) = bt, e ch ) 
(6) vis Pee Vir 
ь= (8) = —at, — bi. 
Confrontando con (5) si ha 


= —m ‚ с=т. 


| 


а= дъ , 


Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato : Se la rigata К 
possiede due diverse curve flecnodali di cui nessuna è retta, possiamo 


‘normalizzare (a meno di un cambiamento di segni) è fattori delle 


coordinate у e z dei punti flecnodali in modo che sia ( arco proiet- 
tivo di R essendo la variabile indipendente) 


m e n essendo legate agli invarianti љ e Ё dalle h=4ôn?, k= 168mn. 


КЕРР RITTER, MATE FO РРА РО CIS PESI = 
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Le equazioni (6) del $ 34 sono allora 
y=my+ тх +9 , 0 = тў mt —(1+ Dy 


д =—ny—mzx +i , 4'=—nj—-mi+(1—-)). 


Se è = 1 le curve armoniche sono reali e generate dai punti 
у +2, se invece 2 = — 1 le curve del complesso sono reali e 
generate dai punti у - z.-Le (11) del $ 31 sono 


y" = 2ту'-}- 28nz' -- (т 4- n? — m? —1 — j)y + dn'2 


(7) his i 
z"! = — 2ny'— 2me'— n'y 4- (— m'4- 0n? — m? -- 1 — j). 


Se ne deduce una dimostrazione molto semplice di un inte- 
ressante teorema di Sullivan : 

Se le due curve flecnodali di una rigata sono piane, anche le 
curve del complesso e le curve armoniche sono piane e tutti i loro 
piani appartengono ad un fascio, Indichiamo con y, e z; (= 1,2, 3,4) 
le quattro coordinate di y e z. Scegliendo convenientemente il si- 
stema di riferimento, possiamo supporre per le ipotesi del teorema 
Уз == 0, 2, = 0. Le (7) y, danno poi 


22; -- n'z, = 0 ny + n'y, = 0 


sicchè Za: ya = ^ = costante. La curva descritta dal punto w= у-|- сз 
(c costante) sta quindi nel piano fisso 


ж; — cx, = 0). 


2° caso, e = — 1,h >> 0. La forma quadratica f(t) essendo 
definita, si può scegliere il verso positivo sulle generatrici in modo 
che /(/) sia positiva. Si può dunque porre 


(8) /@) = (at)? + (RYP. 


Dal significato di е si hu (aß)? = 1 e si può supporre anche 
qui 


(8) м, (98) = 1. 


ПШ 
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Derivando si deduce 
(9) (28) = (80) = m. 


Le forme lineari (at) e (Bf) non sono ancora completamente 
determinate; p essendo una funzione arbitraria dell'arco proiettivo v, 
si può sostituirle ordinatamente con 


cosp(a4) + sinp(Bi) , — sinp(ot) + .cosp(ft) 
e quindi le espressioni (шо) e (89) ordinatamente con 
cos?p(aa!) + 2m cosp sinp + sin*p(BR') + р’, 
sin?p(aa') — 2m cospsinp +- сов?р(ВВ') + р’, 
sicchò (aa') — (BR) viene sostituito da 
[(«&') — (88 )] cos2p + 2m sin2p. 


Segue che possiamo fissare le (at) e (ff) a meno di un cam- 
biamento simultaneo di segni col porre le condizioni m > 0 (non 
può essere m = 0 perché risulterebbe 4 = 0 contro l'ipotesi) e 


(10) (ao^) = (88) = n. 


Come al caso precedente, si deducono senza fatica dalle (8) y, 
(9). e (10) le formole 


AD — (qt) — — ma) + nR) , (Blt) = — nat) + mp) 
da cui si deduce 

(12) F @) — — 2m [ (05° — (B0? ] 

(13) h= 4m, k-39m?n, 


il che insieme con la m >0 determina univocamente le m, n, dalle 
h>0, k. Per costruire dalle #>0 e k о ciò che è lo stesso, 
dalle m>0 ed n la forma quadratica / (0), basta scegliere per 
(2,81), е (a5 fa) due soluzioni del sistema differenziale 


а = — m+n, В = —– па тр 


[S 39] SUPERFICIE RIGATE 231 


legate dalle (8),,. Se non ci interessano le asintotiche di R, non 
è necessario integrare le equazioni precedenti. Posto infatti 


(o) =, (ots 
valgono le (6),, e il confronto con le (11) dà 
a=n, b=—m, с=т. 
Dalle (8) e (12) si ha poi 


4-1, B=0, 0- 7 


Ai + Bly, Bl Ct, 


A EE SSE „ҮТ үзү 
A't 4- B't,  B't, О 
Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato: Se la rigata i 


reale R priva di retta direttrice ha le due curve flecnodali immagi- 
narie possiamo normalizzare (a meno di un cambiamento simultaneo 
di segni) è fattori delle coordinate y e z dei punti del complesso in 
modo che sia (Г arco proiettivo essendo la variabile indipendente) 


a=n, b=-m<0, ozn, 
A1. 7Bes0;. Os Ll, 
m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle (13). Le curve 
armoniche sono descritte dai punti у + 2, le curve flecnodali dai 
punti immaginari у +iz. Le equazioni (6) del $ 4 sono nel caso 
considerato 
y=myt+nx +ý, ġ'=—iy tzt mý +n, 


(14) ^ È ч 
s'=—ny—-mx+î, А = — у — ја — пў — т. 


8 39. — La trasformazione flecnodale. 


Torniamo a considerare una rigata Ё a due curve flecnodali 
reali e distinte senza retta direttrice. Scegliendo l'arco proiettivo 
di R come variabile indipendente e fissando convenientemente i 


‘at ; M rek 


APRES х. 
137 e a 
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fattori delle coordinate y e z dei punti flecnodali delle generatrici, 
possiamo scrivere le equazioni (7) del $ 38: 


y= ту +n +ý, 9 = т) + дп — (1 +i) у 
'=—ny—m% 4-4, $ == — ту — т + (1—))%. 


(1) 


х 
Per ogni v, il significato geometrico del tetraedro formato 
dai punti y, х, J, # ci è noto: (yz) è la generatrice di R, (у) 
e (24) sono le tangenti flecnodali ($ 34) ed (44) è la generatrice 
principale di Н ($ 35). Al 8 34 abbiamo chiamato trasformate 
flecnodali di R le rigate- Л, e Л, generate rispettivamente dalle 
rette (у) e (х4). Essendo 
(CONA (yzy 2) ө, 


se determiniamo la generatrice generica di R, dai punti (cfr. 8 33) 


ў 
Ep o Wy, а=, | 
b. sarà | 
E | (2)ы, (1210121) o. | 
Ў Possiamo omettere i facili calcoli con cui si deduce da (1) | 
È» " n / / жт ° К ч 
3 ui = и +20] + (m — 4 mè — an 41 H j) yy А т, 1 
T 0 П ^ sI { 
га N ETRE 1+] m 
4 i п = и + (HH) vt | 
2 8 3 т , ? HH „2 : 1 
E. та). | 
L Indicando con indice 1 le quantità relative а R}, risulta dal con- : | 
fronto colle (11). $ 81 f 
1€ j 
a, — n, bri, = + , 
(8) 4i—0, B=—1, G5 — T 27, 
DEUM E, E ^ " 
улсын vies pes + — — m? + дп? 


ro Gi A 


uhr ЕЗАРА Ч 
ПТА La 
i J 
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La 4,— 0 dice che i! punto y genera anche sulla R, una. 
curva flecnodale. Questa proprietà è stata segnalata dal Wilczynski 
che ha osservato più in generale che esistono oo! rigate che toc- 
cano A lungo la curva flecnodale generata da у ed hanno pure 
nella curva di contatto una curva flecnodale, Ma tale proprietà ci 
è già nota: infatti, al Cap. II 8 13 B pag. 76 abbiamo dimostrato 
un teorema più generale relativo a superficie qualunque. Delle (8) si 
deduce di più Bî— 4,C0,= 1 ossia osservando la (2), : Una ira- 
sformata flecnodale di R corrisponde ad R con uguaglianza d' arco 
protettivo. 

Analogamente, posto 


& 
(4) Уз == 2, 20 = "^ (Jo 25 9424) = — ©, 


le quantità relative all'altra trasformata flecnodale Л, di R sono 


1» j 
i a e aao ае 
; n' m 
(5) 42.0, Bada Cisa 9, 
1 0" 3 n2 
a E eT ur drca Pepe 


Il confronto delle prime righe delle (3) e (5) dice che, facendo 
corrispondere il punto y, -+ uz; di R, al punto y, - uz, di R, le 
asintotiche curve di A, e Rẹ si corrispondono. Ciò si poteva pre- 
vedere: infatti, la congruenza delle rette congiungenti y, -+ uz; a 
Ya Huza è la congruenza fleenodale di R che sappiamo essere 
una congruenza W a falde focali №, e R. Per brevità, diciamo 
ylz) il primo punto flecnodale della generatrice (yj) di R, [(x4) 
di В]. La seconda riga delle (3) dice che la seconda curva flec- 
nodale di R, è generata dal punto 


low i 
(6) (FI) 


similmente si vede che la seconda curva flecnodale di R, è ge- 


X 1 


SES. Le 


nae. m 


Sa ҮЗ. 
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nerata dal punto 
(6) (Finita. 


Donde il teorema di Wilezynski: La retta che congiunge i due 
secondi punti flecnodali di К, e R, corrispondenti al medesimo va- 
lore di v, appartiene ad H allora e allora soltanto che m= 0, che 
cioè R apparlenga ad un complesso lineare. Essendo per le (1) 


y" + (n —2m) y' + (—т + т? = ° 4-1-4 ј) у = 
À 1 л 
= 201 È +7 =—т) x | : 
l’ intersezione del piano (уу у") con la retta (14) è 


: ln 
(6) (т) 
similmente si trova che l intersezione del piano (222) con la 
retta (уй) è 


А low 
(6) ӯ + (+ + m) y. 


Il confronto delle espressioni (6) conduce subito al teorema: 
La generatrice del primo sistema di Н che passa per V intersezione del 
piano osculatore alla prima curva flecnodale di R, con la generatrice 
di R, e la generatrice di H che passa il secondo punto flecnodale di 
R, sono coniugate armoniche rispetto alla generatrice di R e alla 
generatrice principale di Н. (Naturalmente tutte le rette dell’ enun- 
ciato devono corrispondere al medesimo valore di v) Questo teo- 
rema è dal Wilczynski riguardato come definizione geometrica della 
generatrice principale di Н, Il lettore troverà facendo un calcolo 
privo di difficoltà che nel teorema enunciato compaiono elementi 
dipendenti da sei generatrici successive di A, mentre è facile tro- 
vare che la generatrice principale di H non dipende che da cinque 
generatrici successive di R. Per questa ragione la definizione geo- 
metrica della generatrice principale data al $ 35 sembra preferi- 


——————————  "— 


— P" 
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bile: il teorema precedente dà piuttosto la costruzione geometrica 
del secondo punto fleenodale di R, (e naturalmente anche di Z,). 
Mediante le formole (8) del $ 36 si deduce dalle (3) e (5) 


A= 2n, B,— > 9n, Ao NC M raster 


g i n 12 
À, = — w + Ami, Ẹ = 2 —— 2 A — dm 4 4j, 


А n" тт! т m" j 
V ipso siii ede огч ipe mgr CA 
+2 —4 
A, = — 2n, В. = — — — 2m, 
„Ке. ди. STI TE Ê 
AMET, pila ET n 
La = ön! 4 È aar 9 n” n? / А 
a = 20 + dm, B, = — 2 +2 — am — 4), 
р n” 9" mi 
-% жене} si 
Seguono i valori degli invarianti A e Æ per A, e Ra 
n” n'2 mn! ; ; 
M nd mre rper ti sila УР 47, 
"t „ m 
Mes ced ses de d e d Inu ia ae 
n n 
— 24mm + 16m? 4 16тј — 8 —— d — + 4), 


(7) 
n” n? " 
һ=д—— —— нача + am + 4j, 


" 


2 U PN £e, ӨЗ? 


A 
ed DO TA 


E 
dX Es 4 
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"t n 


‹ n mn 
kh -2-——- ور‎ 9 


12:06 2n’ 7а 
+ و1‎ p aE y dm” + 


+ 24mm | 16m3 + 16mj 4- 8 ML + 4j'. 


La trasformazione flecnodale merita senza dubbio uno studio 
piü approfondito. Ma qui ci limitiamo ad una semplice applicazione 
delle formole (7) proponendoci la domanda: Può accadere che le 
due trasformate flecnodali R, e К, di una rigata R siano collincari 
fra loro, corrispondendosi nell’ omografia le tangenti flecnodali appar- 
tenenti alla medesima generatrice di R? Le condizioni del problema 
sono | 


h= hg, kı = ka, h= ja 
Ora dalle (3), (5) e (7) si ha 


t 8 + LI . i 
h — hy = — — (mn) 35:453 775429 99 - (2) 


1 m н ^ P 
sicchè mn o 8000 costanti. Due casi son possibili: 1° m e n 


sono costanti; 2" m = 0. Nel primo caso Ak, — ka = — 87’, sicchè 
anche j è costante. Viceversa, se m, n e j sono costanti, tutte le 
condizioni del problema sono soddisfatte, Le equazioni differenziali 
(1) non cambiano in questo caso mettendo v + costante al posto 
di v sicchò R ammette un gruppo continuo co" di omografie in sè. 
Le equazioni in termini finiti di Æ si potrebbero scrivere quindi 
senz'altro. Nel secondo caso ky -+ ka = 0, sicchò kj = A, = 0 e tutte 
le tre superficie R, R,, Ra appartengono a complessi lineari. Vice- 
versa se R e Ri, p. es., appartengono a complessi lineari Q e Q, 
rispettivamente, la polarità rispetto Q, non cambia R, e la polarità 
rispetto € la porta in R, sicchè il prodotto delle due correlazioni 
è una omografia (biassiale) che porta R, in Rọ. Essendo m = 0, 


"nt va 
hit —4-— 16 —gj, 


Dunque n può prendersi ad arbitrio purchè diverso da zero, e j si 


ein PEU 


Тар эе at Mt a te LIP ea RNN TR Е 


* 
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determina dall'equazione differenziale lineare 


SEDI T DAS NEU 


E 


che integrata dà 
j= Ls MEM + cost.) 


La classe delle rigate a cui siamo arrivati è interessante perchè 
ogni rigata della classe вї deduce semplicemente da una linea а cur- 
vatura costante di uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. 
Si osservi dapprima che i complessi lineari ©, ©, , 9, cui appar- 
tengono ordinatamente le rigate R, R,, A, appartengono ad un 
fascio, perchè, come abbiamo già osservato, 2, e Q, sono polari 
rispetto a Q. La congruenza lineare A base del fascio può essere 
generale o speciale. Per brevità, limitiamoci al caso che A sia ge- 
nerale, Sia Q, una quadrica a quattro dimensioni immagine delle 
rette del nostro spazio. Le immagini О, O, , C, delle rigate R, Ri, Ra 
sono tre curve in corrispondenza biunivoca sopra Q,, contenute in 
tre spazi S,, S1, Si a quattro dimensioni; S4, Sj, Sf si interse- 
cano in uno spazio S, a tre dimensioni che interseca Q, in una 
quadrica Q, che è generale, essendo immagine della congruenza 
non speciale A. Gli spazii S,, SÌ, Si intersecano Q, in tre qua- 
driche a tre dimensioni Q,, Qj, Qi immagini dei complessi ©, ©, Qe. 
Siano P, P,, P, i punti di C, O,, €, corrispondenti ad un va- 
lore di v scelto ad arbitrio. La retta P, P, è polare rispetto a Qu 
dello spazio osculatore rg a tre dimensioni della curva C in P, 
essendo Р; e Р, le immagini delle direttrici della congruenza lineare 
osculatrice di R appartenente al valore scelto di v. Ora т, sta evi» 
dentemente nell’ iperpiano jS, sicchè la retta Р; P, passa per un 
punto fisso О. Sia Q, la proiezione di Qj e di Qj dal punto О sul- 
l'iperpiano S,. Una facile considerazione o un facile calcolo mostra 
che le due quadriche @ e Q, dello spazio 8, si toccano in tutti 
i punti della quadrica Q,. Sia О là proiezione della curva C, dal 
punto O nello spazio 58, che è quindi una curva giacente su Q; 
e sia P il punto di Ọ corrispondento al valore di v scelto sopra. 
La retta P, Р, essendo la polare di r, rispetto a Q,, il punto Р è 


pr^ er 
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il polo di r, rispetto a Q,, e quindi gli iperpiani л, corrispondenti 
ai diversi valori di v toccano la quadrica Q,* polare di Q, rispetto 
Qs, che tocca pure Q, in tutti i punti di Q}. Introduciamo ora nello 
spazio S, una metrica euclidea riguardando S, come iperpiano al- 
l'infinito e Q, come l'assoluto: le quadriche Q, e Q," appaiono in 
questa metrica come ipersfere concentriche. La curva C sta sul- 
l'ipersfera Q, e i suoi iperpiani osculatori (e quindi anche i suoi 
piani osculatori) (*) toccano l’ipersfera concentrica Qy*. Questi piani 
osculatori intersecano Q, nei circoli osculatori di С che hanno quindi 
raggio costante e la curva О è una linea a curvatura costante trac- 
ciata sopra lo spazio a curvatura costante (ipersfera) Qs. 

Analogamente si può trattare il caso di A speciale che con- 
duce a dedurre 2 da una linea a curvatura costante dell’ ordinario 
spazio euclideo (**), Р 


840, — L'applicabilità proiettiva di superficie rigate. 


Il teorema generale Cap. II 8 20 A) mostra subito che una 
rigata non può essere applicabile che su una rigata. In particolare 
una quadrica non è applicabile che su una quadrica e si dimostra 
subito: due quadriche sono proieltivamente applicabili se si corri- 
spondono i due sistemi di generatrici. Escludiamo il caso delle 
quadriche. Siano Æ e R, due rigate riferite alle asintotiche. Rite- 
niamo le solite notazioni per R, e facciamo uso delle stesse nota- 
zioni con indice 1 per ZA. Secondo le (8)w $ 31 condizione ne- 
cessaria e sufficiente affinchó sia possibile stabilire fra R e R, una 
corrispondenza biunivoca che sia una deformazione proiettiva è 
che si possa risolvere rispetto w; e v; l equazione 


ay (A+ 2Bu Ow) _ (Ax + 2Bun + Ond) do 


du ащ 


(*) Più intuitivo è il ragionamento correlativo: se tutti i punti di O 
stanno su Q,, tutte le tangenti di О toccano Qs. 

(**) Ofr. una Nota (in boemo) di Cech, nel Časopis pro péstováni mat. а 
fys., vol. 52, 1928, 
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In primo luogo si vede che se vi sono soluzioni, esse si otten- 
gono uguagliando «u, ad una funzione della sola ш e v; ad una fun». 
zione della sola v. Cambiando il parametro v, (se l’ applicabilità è 
possibile in diversi modi, tal cambiamento in generale è diverso 
per i diversi modi di realizzarla) si può dunqne supporre v = v. 
Sicchè si ha più semplicemente 


(1) USARE, PURA = ESTE ЕАД 
A A+ 2Bu+ Cu? © A+ 2B,u, + Cu 


dove adesso A, B, О, А,, B,, C, sono funzioni della sola v. Senza 
ledere le generalità si può supporre o che B®*—AC= +1, o, 
se B*— AC = 0, che la forma /(£) sia normalizzata secondo una 
delle regole del 8 36. 

Cominciamo con l'ipotesi che le А, В, О siano costanti. Evi- 
dentemente non è possibile soddisfare a (1)j, che se anche le A,, 
B,, О, sono costanti: Una rigata appartenente ad una congruenza li- 
neare (non importa se generale o speciale) non può essere proietti- 
vamente applicabile che su rigate appartenenti pure a congruenze li» 
neari, Ecco il teorema inverso : Due rigate appartenenti a congruenze 
lineari sono sempre (anche se una congruenza è generale e l’altra 
speciale) proiettivamente applicabili in oo 3 modi. Infatti se nelle (1) 
le A, B, О, A,:0,, B,:0, sono costanti, per passare da (1) a (1)ms 
occorre cambiare il parametro v, in modo che anche le A, Bi, О, 
risultino costanti. Ciò è evidentemente sempre possibile e во v, = 
== (v) è una maniera di farlo, le altre sono v, = @g(v) +, con 


4, b costanti qualunque (a0). Scegliendo le а, b, la (1),,, deter- 


mina w, in funzione di «, il che introduce una terza costante arbi- 
traria. Si vede subito che: Se le due congruenze sono speciali, co- 
munque si realizzi U applicabilità, la corrispondenza fra i punti delle 
generatrici corrispondenti è sempre protettiva. бө una congruenza è 
generale e l’altra è speciale, tale corrispondenza non può essere 
proiettiva. Se le due congruenze sono generali, allora nel campo 
complesso oo? delle оо 3 maniere di realizzare U applicabilità hanno 
la proprietà che Ла corrispondenza fra i punti delle generatrici cor- 
rispondenti è proiettiva; nel campo reale, tali applicabilità non 
esistono che se le due congruenze sono simultaneamente od iperboliche. 
od ellittiche. Come esercizio, il lettore parta dalle equazioni in ter- 
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mini finiti delle due rigate e determini le co? applicabilità, sup- 
ponendo ordinatamente le due congruenze generali eoc. 

Passiamo al caso che nessuna delle rigate appartenga ad una 
«congruenza lineare. Integrando la (1),, in cui v si riguarda come 
parametro, si ottiene una delle quattro equazioni 


n 
u 01 и — о\ UM UU 
ш — f Eh ш — fı м Ў 
(2) 
E SR 
ira ru al 


u—p' u—a u—a 


dove a, B, %, 81, А, №, t sono funzioni di v che possono essere 
immaginarie, In particolare, u= « e u= 8 (o soltanto u= a) sono 
le equazioni delle due linee flecnodali di R, sicchè una almeno 
delle & e B (p. e. а) non è costante, altrimenti R apparterrebbe ad 
wuna congruenza lineare, contro la supposizione. Ora osservando il 
comportamento della funzione ш, di u nell’ intorno del punto u= a 
si vede subito che u, dipende necessariamente anche da v, se vale 
la seconda о la terza delle (2), oppure se vale la prima e se p? +1, 
Tali casi sono dunque impossibili, e non restano che due possibilità 


Wu — 01 u—o\t1 
== sur у IO oppure 


Né deduciamo: 1° se le linee flecnodali di Л coincidono, co- 
incidono pure quelle di R, e viceversa 2°; è 


d 


и — 2 uUi — 04 


=. 


ua Ла Я 
rubo’ 


€ p, q, 7, в sono necessariamente costanti, perchò w, non dipende che 
да u. Cambiando il parametro u, possiamo dunque supporre «= u, 
dopodichè la (1),, dà А, = 4, В, = B, О = 0, E seguono ога 
senz'altro i teoremi : | . 

Se due rigate R e К, proiettivamente applicabili non appar- 
tengono a congruenze lineari, le due curve flecnodali di R, sono di- 
stinte o coincidenti, reali od immaginarie, come quelle di R, e si 


esr ni a n RI NE O Ep MENTRE NO ari enims 
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corrispondono nell’ applicabilità. Le rigate R e Ri si corrispondono 
con uguaglianza d’ arco protettivo. 

Se una delle due rigate (e quindi anche l'altra) è a curve 
flecnodali distinte e priva di retta direttrice, condizione necessaria е 
sufficiente per l applicabilità proiettiva è che, per uguali valori di 
arco proiettivo, il segno e e gli invarianti h e k siano uguali sulle 
due superficie. Se R e quindi anche R, possiede una retta direttrice, 
condizione necessaria e sufficiente per Т applicabilità proiettva è che, 
per uguali valori dell’ arco proiellivo, il segno o e U invariante D 
[8 35 (11)] siano uguali sulle due superficie. 

Se R (e quindi К,) è a curve flecnodali coincidenti, condizione 
necessaria е sufficiente per V applicabilità protettiva è che, per uguali 
valori dell’ arco proiettivo |$ 36, (4)], V invariante 1 [$ 36, (5)] sie 
uguale per le due superficie. 

Non importa invece il valore dell’ invariante j. Dunque: Ze 
deformate proiettive di una rigata che non appartiene ad una con- 
gruenza lineare dipendono da una funzione arbitraria di un argo- 
mento, che è appunto la j. Se ne deduce per es. che, se le curve 
flecnodali di Æ sono reali e distinte (coincidenti), esistono due de- 
formate proiettive (una deformata) R, di A tali che le generatrici 
principali delle quadriche di Lie di Æ, deserivano una sviluppabile. 
Basta porre j=+1(j= 0); cfr. 8 34, (11). 

Le ricerche precedenti danno immediatamente la soluzione del 
problema di trovare le rigate che ammettono un gruppo continuo di 
deformazioni proiettive in sè, Esse sono di due tipi diversi: 1° «una 
rigata R di una congruenza lineare, generale о speciale, ammette  ® 
deformazioni protettive in sè; 2° una rigata R, che non è di una con- 


gruenza lineare, ammette со deformazioni in sè, se o h z 0, Жей 


cost., k= cost, oppure h= 0, D= cost, o infine В%?—АО=0, 
l= cost. È interessanté rilevare che in tutti e due i casi si può 
indicare una deformata proiettiva A, di R tale che le deforma- 
zioni corrispondenti di ZA, in sè siano delle semplici omografie: 
ве R appartiene ad una congruenza lineare, R, è la rigata cubica 
di Cayley, negli altri casi X, si ottiene da R sostituendo à j una 
costante scelta åd arbitrio. 


Funi ө Cron, Lexioni di Geometria. proiettivo-di/ferenziale. 16 
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Carrroro- V, 


CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI 
PER CONGRUENZE W (*). 


$ 41. — Congruenze di assegnata prima falda focale. 


4) Formole fondamentali. 


Supporremo in quanto segue la superficie S ad asintotiche 
reali. Se così non fosse, si potrebbero ancora applicare gli stessi 
metodi ricorrendo ai sistemi и, v isotermi-coniugati. 

Sia dunque S una superficie riferita alle asintotiche и, v. Se 
А, B sono funzioni delle «, v, il punto 


(1) g = yz + (Az, + Ba.) 


d 


descrive al variare di w una tangente alla linea ems Queste 


linee sono determinate dal solo rapporto A: В. 


Affinchó © sia il secondo fuoco della congruenza generata da 


queste tangenti (congruenza che è la più generale di quelle che 
hanno S per falda focale) dovrà avvenire che 


9 s 
AS — 3° sia combinazione lineare delle x ed Az, + Bæ, 


(*) I principali risultati di questo Capitolo furono pubblicati in vario 
note dei Rendic. della R. Accad. dei Lincei (1922-23-24) da б. Fubini. 
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Esplicitando questa condizione (*), osservando che per le equazioni 
del $ 16 A le derivate di 2: sono combinazioni lineari di x, u, Xe, 
Xuv, 51 trova tosto, posto al solito а„:= е? che: 


(2) A di, BSD PB, 


Risultati duali si trovano scambiando coordinate z di punto e & 
di piano tangente, e cambiando A, B, B, t in A, — B, — f, — v. 
O così, o col calcolo diretto si trova che i piani passanti per 
la retta (x, #) sono i piani 


(3) i E= 1€ + 2(46, — Bi,) 


e che questo piano tocca la seconda falda focale, se 


нс PRESI 


(4 X=—-A,-40,+8 B FA 
Notiamo che 
(ê, £) =2AG, 6.) — 226, &)=2А(«, a) +20, v) =v, T). 


I fattori di moporzionalità furono scelti in guisa da assicurare la 
coincidenza delle coordinate (6, Ê) e (=, 2). 
` Trascureremo il caso АВ = 0 delle congruenze a falde focali 
coincidenti. Si noti che le A, p. dipendono soltanto dalle А, В e 
dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo (non dalle p,,). 
Perciò: 

Se una una falda focale S di una congruenza K si deforma 
proiettivamente, trascinando con sè i raggi di К, i secondi fuochi, e ` 
i secondi piani focali vanno nei nuovi secondi fuochi 0 secondi piam 
focali. 

Si ha poi, derivando e tenendo conto delle citate formole 
del 8 16 A: 


(0) - Wa Pat Es aso (e Fa) Ж, 


(*) Che equivale alla : S(A& — BE, ) (А, — Bx») — 0. 


LA n 


E i E * SE RoR, : E Pe CER AT Vias fa 
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B,-- A 
ove Most dpi LAE. 


È (6) [M 2, er^ xs x CH La + xr. + Ал) 


А, 
ove L== р, + 2Bp4, — Dam è 


Se ne deduce, derivando di nuovo : 
2: В,-+-А W 2B 
„== х Pz 7) x s 4B? êr Za t Pu® RUE куха AN + 


2А 
+ ow el hU Vu 


FELT 


(I +В з) арыз оа (5 au) + 


(7) 
+ E] ШЕ na E 2 


Vu v 


B 
z.- (25 „+АВ- z), ЗАВ + pat Hom (s ы) 


. 


Е Ojeg (e. + 24 2 E] 
| i 


ove non ci interessa dare i valori delle p, о, e dove: 


К» аы 


B 
(9) N=\p +24 (ы 324p. — eg AE) uz 


DE A, +В 
E: — 2в(ь.+ 2871) š 


Si noti che ne segue : 


(10) (vm, TdT) = (z, Cu Pa Wie х, LE as M Luni si X 


с», 


"m 


x 
b 
1 
si s 
m 
3 
Я 
X 
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Ep; du, du, Zona du, du, Dons du; du, 4 W(Bdu + Advy-4- 2Ndudv 


4W(Bdu+ Adv)? — 2Ndudv 
) 


= (m 2, vd) (2BLX — ) у, — ААМ) 


= — М (2 a, 2, dz) [AW (Ваи + Adv — 2Ndudv ]. 


Indicheremo соп N’ la quantità dedotta da N, cambiando il 
segno di B, B, y (ciò che non muta W). Allora, essendo 


(t Xu Vo Cut) a (6 Bu So E i 


si dedurrà col calcolo duale 


(E EL Ed? 2)  —N' (x xu v, dì а) [AW(Adv — Ваи): — 2N'dudv]. 


Dovendo questa espressione essere proporzionale alla prece- 
dente, perchè entrambe sono proporzionali alla forma P, per la 
seconda falda focale S, sarà: 


(11) —N 4- AWAB = — N' —AWAB 


ANT, s N 
e Ta ocu eet 


Le È non sono dunque normate secondo le convenzioni da noi 

4 “Ат” 
poste per le superficie; alle E dovrebbero corrispondere le Ё TE 
Alle © corrispondono le È soltanto ве N = N' ossia W = 0; le È sono 


in generale normale in modo che (x c)=(t, 3} Si noti che: 


о) 2dudv= 0 è l equazione delle asintotiche della superficie 5 
iniziale. 

B) Bdu + Adv = 0 è quella delle sviluppabili. 

Y) 4W(Bdu-|- Adv)? — 2Ndudv == 0 quella delle asintotiche della 
seconda falda S. Essa si può scrivere anche N'(Bdu + Adv)? — 
— N(Bdu — Аар)? = 0. 


vete ELITS РОИ ao uw zr A TROTA 
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Il caso W=0, in cui le x ‚Ё si PATUIT nella legge di 
normazione, è quello delle congruenze W. 

Il caso N = 0 od М = 0 è quello in dei (a ancona Gd Joan 
degencra come luogo di punti od inviluppo di piani. 

Il rapporto N': N è il birapporto delle due coppie di direzioni 
asintotiche con le due coppie formate ciascuna dalla direzione cor- 


rispondente ad uno dei 2 sistemi di sviluppabili contata due volte; 


7 2 
o anche (E) è il birapporto delle 4 direzioni asintotiche. 
VN" +N 

Lasciando invariata la congruenza, possiamo moltiplicare sia 
le x per uno stesso fattore p, sia le A, В per un fattore o. Nel 
primo caso anche le ё, le x, le Ẹ restano moltiplicate per lo stesso 
fattore p, e dalle formole precedenti segue che W , N , N’ restano 
inalterate. Nel secondo caso le ё restano inalterate, le w, & molti- 
plicate per с, N ed № restano moltiplicate per о“, Quindi sia W 
che N: AB sono invarianti della congruenza, di cui sopra abbiamo 
dato il significato geometrico, 

Mentre però N: AB ha significato intrinseco, ciò non avviene 
per W; ha invece significato intrinseco la forma Wdudv. 


B) Nuova interpretazione delle formole precedenti. 


Noi possiamo definire la congruenza, dando il punto х della 
falda S e il piano È della falda S, imponendo la sola condizione 


(13) Sat == 0 


che dice essere +, ё un elemento. Se questa condizione non fosse 
soddisfatta, il nostro studio equivarrebbe a quello di una coppia 
di superficie, che si potrebbe svolgere con metodi analoghi ai se- 
guenti, ma di cui qui non ci occupiamo. Altri invarianti della no- 
stra coppia di superficie si otterebbero studiando le espressioni 


(14) Saud , Stde, Sdzdt , Sd”ad E ecc. 


L'annullarsi del primo e quindi, nel caso attuale, anche del se- 


condo dice che le superficie S ed S coincidono; ciò che noi esclu- 


[TTE 


aT EAE 


ie SPAR "IT WI 
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deremo. Supposto che u, v siano le asintotiche di S, dall’ annullarsi 
della Sv deduciamo l'esistenza di quantità A, A, B tali che: 


(15) T= X + 2(46, — BE) 


donde : 


4 = jo + 24, + 240, tu + 2(4,+ Bde (6, + 


Gee 


+ | 2(46 + Budu -+ (A — 2B, — 2B0,dv 


09) Sêda = 2(Bdu — Adv)a,g 


Sa bdo ca dos Е (A, £ Bode? + (АВ + В.и? — 


| Ep n 40, — B, — Bü udo |. 


L'ultima è divisibile per la penultima soltanto se ) è dato 
dalla formola trovata in principio del $. Se ne deduce il leorema 
di Pubini, che può servire alla teoria delle congruenze in coordinate 
u, v qualsiasi : 

Se x descrive una superficie S e È passa per x ed inviluppa 


una superficie S,che con S è in corrispondenza biunivoca, questa 


corrispondenza è determinata da una congruenza di cui S ed S sono 

falde focali soltanto se Sdxd& è divisibile per SEdx, E in tal caso 

Sda = 0 è la equazione di un sistema di sviluppabili. 
Precisamente si ha in tal caso: 


Sdad АВ В, Вх + A, 
17 —————— = —— د‎ — | 
(11) Sid p da + — Pd. 


Dunque: Soltanto se la congruenza è W, il precedente quoziente 


è un differenziale esatto, In tal caso, moltiplicando le È per uno stesso 
conveniente faltore p, potremo rendere tale quoziente identicamente 
nullo, cioè 


(18) Sdadîé= 0, 


PI. GI муса ي‎ 


uu 
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ossia : 
(19) B, = — А} А, = — By. 


Siano le =, у, 2, Ё coordinate non omogenee, cioò t = 1, La 
Séx=0 diventa un’ equazione, che determina т. La Sdadé= 0 
diventa : 


dad È + аут + dedt = 0 


che, se interpretiamo È, 7], Ç come spostamenti infinitesimi del 
punto di eui w, у, sono coordinate cartesiane, diventa l equazione 
delle deformazioni infinitesime nella geom. euclidea di una super- 
ficie. Se ne deduce i/ classico teorema della geom. metrica, di cui 
qui si riconosce U intima ragione proiettiva, che collega la teoria delle 
congruenze W a quella delle deformazioni infinitesime metriche. 

Se invece w? -- y? -- 2° -+ t = 1, e quindi x,y,Z,t st pos- 
sono pensare come coordinate di W Msn nella geometria: non eucli- 
dea, le precedenti equazioni 


Sêx = 0 Sdédx= 0 


diventano quelle, cui soddisfano le componenti È dello spostamento 
di x in una deformazione infinitesima (nel senso non euclideo) della 
superficie S. Si è così dimostrato per altra via il teorema di Fu- 
bini, già intuito dal Bianchi : 

Se noi diamo anche in geom. non euclidea una айаны 
infinitesima ad una superficie S, e tiriamo per ogni punto x di S 
il raggio normale al corrispondente spostamento E e posto nel piano 
tangente È, troviamo una congruenza W. 

Dalle Séx= SdÉde= 0 si ha che per ogni funzione plu, v) 
vale la Sd(pa)d(pÉ) = 0. Ora d(px) descrive, al variare di du:dv 


un raggio; questi raggi descrivono una congruenza armonica ad S - 


(anzi la congruenza armonica più generale, variabile col variare 


di p). Così d(pÉ) descrive un raggio della più generale congruenza 
coniugata ad S. 

Quindi: Se S ed S sono falde focali di una congruenza W , 
tra i punti dei raggi delle congruenze armoniche ad S e i piani di 
quelle coniugate ad S intercede una corrispondenza tale che punto e 
piano corrispondenti si appartengono, 
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Vale il teor. di Cech: Questa corrispondenza non è per ogni 
sistema di valori u, v che la polarità rispetto al sistema nullo oscu- 
latore della congruenza (determinato dal complesso lineare osculatore 
alla congruenza, di cui parleremo più avanti). Il teor. di Cech si 
può enunciare : 

Su ogni piano tangente ad una superficie S, falda focale di una 


congruenza W, si liri una relta r, e sia v la retta polare rispetto 


al sistema nullo osculatore. Se la congruenza formata dalle v ha svi- 
luppabili che corrispondono a un sistema coniugato, altrettanto avviene 
della congruenza delle rette ү. 


$ 42, — Formole fondamentali della teoria 
delle congruenze W. 


Abbiamo già osservato al precedente $ e si dimostra diretta- 
mente nel modo più semplice: che, se la congruenza è W, cioò se 
W — 0, si possono moltiplicare le A, B per uno stesso fattore tale 
che: 


(1) A,=— Bi B, = — Af. 


Potremmo invece moltiplicare le A, В per un tale fattore che 
B A 


giungendo pure a risultati semplici; e potremmo procedere in altro 
modo, fissando che Sdedt: 842 abbia un altro valore prefissato. 
Noi però adottiamo la prima convenzione. Resta così provato (F.) : 

La determinazione di una congruenza W di data prima falda 
focale S è ridotta a quella del sistema lineare (1). 

Confrontando con le (16) del $ 17 € si deduce il teorema (F.) : 

Su una superficie S i sistemi coniugati tali che 1 equazione cor- 
rispondente di Laplace per le coordinate di punto ha un invariante 
uguale all invariante non omologo dell equazione tangenziale sono 
tutti e soli quelli che corrispondono alle sviluppabili delle congruenze 
W, di cui S è una falda focale, 
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| b 4 x LP T 
+ РО - vi, ںا‎ d А w y 
EU WA e Tae] M + VO 

he ere dea = ^ 


Se ne deduce ricordando le altre formole del 8 41: Ж 
Q  Aw=— 8,4 Bua = — 48, + В}. D 
(3) V cod e ГАТ pet E 
(4) eri dne po RU. 78 


(5) = ра + (Aaa + В) ; (6) Е= 64-0046, — BE). A 


(7) Ty = („+ 2Apn)t — Аа, + 2B2,,. j; 
(8) а, = (+ 2Bpa)® + Ае, + 242,,. E 
(9) N=M 4-24, + 2Apn) — 2В(р, + 2Bpy) - 
= % + 240, + 247) + 280, — 2Bnq). P 

RON IP QUAS TS Y 

v = т^ (Fang): M 

(10). н E 

uot Eure LE qu ced 

e= E+ (IE xu) ^ 

che permettono di dedurre la prima dalla seconda falda focale. È 
(11) (2 Ly Ty Фа) = №2 а„ v, Lu) я з 
ossia : К 
(12) ag = + Ха ) a 
ciod (posto anche |a | = €^) — $—6-rlog|N| ` uc; 


Data la congruenza (cioò A : B) le A, B sono note a meno d'un 
fattore comune, che le (1) permettono di determinare per quadrature. ? 


Rimane VU indelerminazione di un, fattore costante inessenziale, Il ca- A | 
rattere invariantivo di N appare poi meglio, introducendo le L, M 
del $ 16 D. Vale infatti la: Е. 


(0), N = (2BB,, + 25°M — Bt) — (2АА„ + 24*L— A3) 


va. t PAS 
pp t 
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affatto equivalente alle precedenti. Una trasformazione simile si 
poteva eseguire anche nel caso di congruenze generali. 

Oltre le A,B, le X, ре la N vi sono due altri elementi essen- 
ziali : te S, T che qui definiremo, ponendo 


(13) S = р — Ө, + Po (8, + BO) + 
+ 48а + 44, pa + 24 LE + gp Pn, 

(14) T = р m б F TR == prs + 9) + 
+ ddrpi + 4B, pu ВА 808. "a чы, 


Si trova, derivando le precedenti : 
э. > М: m 8 A D 20 
(15) Cuu 0,0, + Po, п X = cS == ў (QAR, —2B%, + №) 
Ы iS & = monte 
(16) 2,,—90,2, + Tu 72 = oT = x (242, — 2B, -|- №) 


Confrontando con le equazioni fondamentali relative alla su- 
perficie 5 [а = 8,2, + P Eo + puw e analoga per |; si ha: 


(17) №, = 248 N, = — 2ВТ. 
= 8 B N, T A N, 
ZA N, S ON, 


È -= т 
(19) ат = 37 у 7 agr Pm не EUN ^^ 


Le (12), (17), (18), (19) danno tutti gli elementi 8, B, Y, pu 
della seconda falda focale S, che ne è completamente осика, 
Risulta di più che, se dalla seconda falda S si vuole tornare alla 


prima, ossia se si assume la 5 come superficie di partenza, basta 


моа 
OTT 
t T 
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alle w, ^, 4, B,N sostituire le: 


к N — А ЕЯ В v E 
(20) Luar at) 4= 7 Bi id =, N= 


Cosicchè varranno anche le formole : 


im os Р 17 uu IKE A 
(21) Ри = 7n 24 N Par = Too ЭВ n: 


dedotte dalle (19), scambiando le due falde focali. Ma poichè 
Ru LIE ы RI N, 
а = f, +90, mmo RR = Ё,-_Ё(6, + у) 
e analoghe per ри, пи, 


si deduce dal confronto di tutte queste formole tra le р, т, te- 
nendo conto dei valori di @ -+ B e di 4 7 l'equazione fondamentale: 


: A 
(3) Nu + BN, + PN = 0, 


che chiameremo l'equazione in N, 


8 43. — Le congruenze W con N= cost. 


Proveremo ben presto che, se r sono le sei coordinate di una 


retta della nostra congruenza, le гт, sono combinazioni lineari di 
т, ту, Т; e che per ogni retta r il complesso lineare che è în involu- 
luzione con Y , Tuy fy, Ты, Ty. È anche in + aria CON Lav cioè 


contiene tulte le rette r,r+dr,r{4dr+ E , e perciò è il 
complesso lineare osculatore alla congruenza. 


Se dunque r,,,, Fers, SONO combinazioni lineari delle ^, ry, 


tor uu, fe Allora le 7 sono legate da una relazione lineare a coef- 
ficienti costanti, cioò la congruenza appartiene a un complesso li- 
neare. Il calcolo effettivo prova che ciò avviene quando N = cost., 


CAPITOLO QUINTO 


ma noi possiamo evitare il calcolo nel seguente modo. Se N= cost. +0, 
le formole del precedente $ dicono che 


B+B=0, 11-9, Ta = ри, Pu = Ru. 


Le coordinate # soddisfano dunque alle stesse equazioni fon- 
damentali, cui soddisfano le é. Se ne deduce quindi che le due 
falde focali S ed 8 sono superficie trasformate l'una nell'altra da 
una correlazione; e, poichè un punto 2 (piano &) di una appartiene 
al piano Ẹ (punto #) omologo dell’ altra, tale correlazione è un 
sistema nullo, e la nostra congruenza appartiene evidentemente al 
corrispondente complesso lineare. Viceversa se la congruenza ap- 
partiene a un complesso lineare, le falde focali chiaramente si cor- 
rispondono nel sistema nullo definito da tale sistema. 

Dunque: Le congruenze W per cui N=cost.+0 sono quelle 
che appartengono ad un complesso lineare. 

Alle precedenti considerazioni si sottrae il caso N = 0, in cui 
la seconda falda focale S ha una forma F, nulla. In tal caso le: 


Na = M + (AT, — BZ) N6 —p6 4-2(48, + BE) 


diventano, рег N = 0, moltiplicando le # e le È per convenienti 
fattori : 


Az,— Bi,=0 А + B£, — 0. 


Quindi, se w' = cost., v' — cost. sono le equazioni delle svi- 
luppabili della congruenza, è 


cioè i punti т si riducono ad o! punti, i piani È ad о! piani. 
Poichè, Sx é= 0 identicamente in w', v segue che ogni punto Z 
giace su ognuno dei piani ё, e che quindi i punti 7, trovandosi 
su tutti i piani È, appartengono a una retta, per cui passano tutti 


i piani & 
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Una congruenza W, per cui N —0, appartiene a un complesso 
lineare speciale, l’asse del quale à la sua seconda falda focale. 

Questo teorema del Fubini è stato nel modo seguente reso- 
intuitivo dal Prof. Segre. Se N= 0, la forma F, relativa ad S è 
identicamente nulla; e pertanto S si riduce ad una linea D. La 
congruenza è luogo delle generatrici di оо! coni, aventi i vertici 


su Z. Questi coni possono ridursi a fasci di rette: cosa impossibile 


nelle nostre ipotesi secondo le quali la prima falda focale S è una - 


effettiva superficie non sviluppabile. Se i coni sono curvi, e P, P', 
P" sono i vertici di 3 coni consecutivi, il complesso lineare oscu- 
latore alla congruenza in una sua retta ^ uscente da P dovrà con- 
tenere tutti i regoli determinati da r e da due rette consecutive.. 
Prendendo queste 2 rette sul cono di vertice P, se ne deduce che 
il complesso è speciale; prendendo queste due rette una uscente 
da P', l'altra da P" si deduce che P, P', P" sono sull'asse del 
complesso, che costituirà perciò la seconda falda focale della con- 
gruenza. 


8 44. — Confronto coi risultati classici 


della geometria metrica. 


Supponiamo nota la u, e proponiamoci di calcolare А, В e 
quindi la nostra congruenza. Assumendo A come nuova incognita 
ausiliaria, le nostre equazioni in A, В diventano: 


(1) A, = — Bi B, — — Af. 
(2) 2А, = —240,—(.--y) — 2B, = — 2B0, + (. — p). 
Serivendone le condizioni d' integrabilità troviamo : 


„= эр bo — 24 (buv + £u + 2B(10, + lu) 
№, = Pu + 2 B(0,,, + pr) =a 2A(60, + 8.) . 


(3) 


Scrivendo infine la condizione d'integrabilità di queste ultime, 


yà 


vi 


ы А © xx. È - 
мез че EN cen se rw 
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"M troviamo : 
EM др» др 
E (9 Uwe — (Du, + Bp + 28 3 + 24 FIL = 0. 
4 N È du дъ 
р Senza più oltre occuparci del caso generale, supponiamo le 


«coordinate non omogenee cioè руу = Pa = 0, t= 1. 


4 А Questa equazione si riduce alla equazione di Moutard (Cap. Il, 
E S18) j | 
E (5) uy — (Ou, + eov =0 , 

3 à al cui studio è dunque ridotta la ricerca delle congruenze W, Ora 
E. questa equazione è appunto la base della teoria metrica di tali 
“dal ‘congruenze, così come è svolta nelle classiche lezioni del Bianchi. 
8 Ге equazioni che definiscono 8 , 7' si riducono per le ри =0 а: 
gos. 

ы 1 

agli (6) buu — Ou ps + Bo — [ьт 8= — Na 

En 2A : 

R: 1 

des Р (7) bor — Oo ps + Viu — E Tog = T = —p- 

x Se sostituiamo 0 al posto di S, 7", queste З equazioni nella р, 
E: sono le stesse cui soddisfano le coordinate &, 7, $ del piano tan. — 
A gente (loc. cit.) e perciò sono illimitatamente integrabili, Ne segue 
E^ facilmente, serivendo che esse sono compatibili anche quando i 
E- secondi membri delle ultime due sono 5 e 7 che 

Ке BUS =T 

E |. ossia 

E (8) vis 8, = (— 8) (— 7) (= T), = —18. 

E | Sostituendo alle S , T loro valori N,: 2A e — Ny: 2B, si ri- 
ES trova l'equazione fondamentale (22) del $ 42 in N. 

Ev Nel caso p = 0 la congruenza degenera ; questo fatto noto ci 


risulta evidente poichè, essendo qui py = 0, è anche N = 0. 
E-- La formola : 


E o Ta = Ou -- 242) — piu —2В = 


= | + 2B. + BY) — 2A(0, + B) + 2A7n E— phu — 2B. 
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(con le analoghe in n, ¢) diventa per le: 


71; = Pi ux Bo, + В, E Ss me (Ouo + ans 
appunto la : 


(10) Eu = р. Ê оввіа = — (0), ; 


si trova analogamente 25 = (È) ; 
uU v 


Ritroviamo così la classica formola della trasformazione di Mou- 
tard. Ne deduciamo poi : 


p 00-9098 угум. RO 
(11) eo т 6 4 s & 

Cioó: Il piano È, T, t, 1 inviluppa una superficie У, su 
cui le u, v formano un sistema coniugato a uguali : invarianti tan- 
genziali (cioè relativi all equazione di Laplace per le coordinate di 
piano tangente). > 

Anche sulla superficie Sy inviluppata dal piano Ẹ, 1, C, œ (le 
cui coordinate soddisfano tutte all'equazione di Moutard iniziale) 
le u,v descrivono un sistema coniugato a invarianti tangenziali 
uguali. 

Calcolando l'equazione (È, È, а) = 0 delle asintotiche della 


superficie X si trova: 
(12) Sé = Za od anche ja Ê w,d—0. 
Cercando invece l equazione delle asintotiche di S, inviluppo 
del piano $, 1,5, œ si trova: 
\ 


(18) Siu! + Tao =0 оввіа Vai = > Nd? 
Le asintotiche di X e di S, determinano sulla S due sistemi 
coniugati che si tagliano armonicamente e che, si noti, sono, come 


Fun: ө бкон, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 17 


1 


Pu 


AS 


258 CAPITOLO QUINTO [S 44] 


le A, B, N, indipendenti dal piano t = 0 assunto nei calcoli pre- 
cedenti come piano all’ infinito. 

Le equazioni (8)y, cui soddisfano S, — Т si deducono da quelle 
cui soddisfano A, B mediante lo scambio di В, ч. Se ne deduce il 
teor. (F.): 

Data una congruenza W di cui una falda S sia isolerma-asin- 
totica (B == Y), o anche data Ї' equazione du: A = dv: B di un siste- 
ma di sviluppabili (col che le А, B sono determinate a meno di 
un fattore, la cui ricerca si esegue per le (1) con sole quadrature), 
le tangenti alle linee du:S= dv: — Т descrivono pure una con- 
gruenza W. 

Nel caso generale, confrontando con le (14) del $ 17 B, ve- 
diamo che: | 

Sulla S le linee corrispondenti alle asintotiche di Sg formano un 
sistema coniugato a invarianti tangenziali uguali, com’ è intuitivo 
perchè piani tangenti omologhi di S , Sy sì incontrano sul piano t=0, 
su cui segnano lo stesso sistema di lineo; e è sistema coniugato 
di S, armonico al precedente, cioè quello che corrisponde alle asinto- 
tiche di Ў, ha uguali gli invarianti di punto, Ecco un nuovo signi- 
ficato della equazione cui soddisfa la N! 

Le asintotiche di una delle З superficie 8 , Sy, X corrispondono 
sulle altre due a un sistema coniugato. 

Se indichiamo per un momento con р == cost. q = cost. le 
equazioni delle asintotiche di Sy, formanti su 8, un sistema 
coniugato, varranno equazioni del tipo : 


Rpg = re, + 8%, LO = pin + б. 


Dalla Sdedé= 0 donde Sx,é, = 0 otteniamo derivando : 
Sz, 6, + 86,25, 0, Sz,(p&, + a&) + S &(ra, + ва) = 0 


oe, ê, + sS& v, = 0 che, confrontata con la Sayê, + SE, e, = 0, 
dà o = в, 

In modo simile si prova r = p. Quindi, relativamente. al siste- 
ma coniugato comune, le coordinate non omogenee di un punto della 
S e di un piano tangente della X soddisfano a una stessa equazione 
di Laplace. Vale pure P oss. (F.): 
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Date le equazioni differenziali (du: А = dv: B) di un sistema 
di sviluppabili col che le A, B, come già abbiamo detto, si calcolano 
con sole quadrature, allora, trovate le A, B, senza ulteriori quadra- 
lure non solo si calcolano tutti gli elementi della congruenza, ma anche 
le equazioni differenziali Sdu? + Tdv? dei precedenti sistemi coniugati. 
E viceversa, dato uno di questi sistemi coniugali, le S, Т si calcolano 
con sole quadrature ; e con ulteriori quadrature si possono calcolare 
tutti gli elementi della congruenza. 

Infatti le tre equazioni (5), (6), (7) nella р, si sanno integrare 
se S= T'—0 ed hanno per soluzioni le combinazioni lineari di 
E, лу, C. Determinata la ш, le (1), (2), (3) determinano A, В, А 
con nuove З costanti arbitrarie, cosicchè otterremo sei sistemi di 
valori linearmente indipendenti 4 , B , A9 , v? [la è è un indice, 
non un simbolo di calcolo assoluto] di cui ogni altra soluzione è, 
se S = 7 = 0, una combinazione lineare. 

Ora, essendo S= 7' = 0, è N = cost. ; e quindi la congruenza 
appartiene a un complesso lineare; questa osservazione basta a . 
provare che la 49, B®, ece. si trovano senza quadrature, Nel 
caso generale in cui S e 7 non sono nulle, ві ponga A= X404, 
B—XI BO, ece. Il metodo della variazione delle costanti arbitrarie 
dimostra che le b si trovano con sole quadrature. 

Si osservi però che, mentre, date le А, B non sono più neces- 
sarie quadrature, se invece sono dale le S , T, sono ancora necessarie 
delle quadrature. Ciò cho spiega la maggior semplicità della teoria 
proiettiva (F.) in confronto alla teoria classica, che si volge alla 
determinazione della (|, da cui segue subito la conoscenza delle 
5, 1. Ed ecco l'intima ragione di questo fatto. ; 

Mentre date le А, В, la corrispondente congruenza à determinata, 
il dare le S , T individua le infinite congruenze che si ottengono da una 
di esse combinandola linearmente con le congruenze di un complesso 
lineare, 

Se invece di dare le sole S, 7', si desse effettivamente la p, 
permane ancora una indeterminazione; infatti, se p = 0, si ha, 
nelle attuali ipotesi t= 1, che # = 0, che cioè Za congruenza ha 
per seconda falda focale una retta posta nel piano che abbiamo as- 
sunto come piano all’ infinito, 


Yei TENK SAFDA RSE A EY MAE 
: ^ 
~ b , n а wer 
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$ 45. — L'equazione delle congruenze W 


E. in coordinate di retta. ` 
E T . Ritornando a coordinate omogenee, le coordinate r= (w x) di 
9 una retta generica della nostra congruenza soddisfano alle : 
E re Alx w) + B(w) ; 
19 п em А t Cual id (x Xu) + B(x v.) + B(x us) 
E 0 | 
Wr \—_ | 
E" Ty 5 (= х.) — A(t А) +A(® Tur) М 
- „== (Ouo + [rr + Mew 2.) — {ж ms) 
Jj donde: 
M. © 9 ei ólogB 4 0) dus (x ólogA 4- 0 Jr dia 
К7 
“a ólogA ólogB 
p + [( x +o) (0 È +0)— (û. + 0] r=0 
ES i 
L Le coordinate r di una retta descrivente una congruenza W sod- 
E. disfano ad una equazione di Laplace, le cui caratteristiche sono le 
К i asintotiche delle falde focali, Il complesso lineare in involuzione con 
m P, Cuy Toy uuy Tw © in involuzione anche con fus, cioó è osculatore 
9 alla nostra congruenza. Gli invarianti di tale equazione sono uguali 


E soltanto quando 4: В = U:V, ove U è funzione della sola w, 
_ V della v. Posto A: U = В: У = C, lo (1) del $ 44 danno: 


"o / Y C, ^ Tm U O, 

Ep Bine oppi CU IS quc 

È È Cambiando i parametri delle v, v si renda U — V — 1. Sarà: 
An. 

EM glo 1020 Ра 

- "ANGI (4) 8-— 280 › qu 28 e quindi ф,= Yu. 


Perciò : Soltanto le superficie К (per cui cioò i parametri delle 
asintotiche si possono scegliere in guisa che f, ==") sono falde 
focali di una congruenza W, le cui relte soddisfano ad una equa- 
zione di Laplace ad invarianti uguali. Tale congruenza è formata 
dalle tangenti alle u — v = cost. ; da quanto segue apparirà che al- 
trettanto avviene delle tangenti alle linee u +- v = cost., le quali con 
le precedenti formano un sistema coniugato, che si dice R. 

Per vedere tutto questo chiaramente, chiediamoci quando sia 
le tangenti ad un sistema di linee, che le tangenti alle linee coniu- 
gate formano congruenze W. In tal caso per le due congruenze A : B 
ha valori uguali e di segno opposto. Dovendo entrambi soddisfare la 


A 
0?log — 
B B A 
(5) pacs (+ 1), г” (7 8), ae 
caratteristica delle congruenze W, sarà appunto D = 0, 


ооб A: В = U : V, come nel caso precedente. Ciod: 


Se le tangenti a un sistema di linee tracciate su una superficie 
S formano una congruenza W, condizione necessaria e sufficiente 
affinchè anche le tangenti coniugate formino una congruenza W è che 
tali linee insieme alle coniugate formino un sistema R, ossia che U e- 
quazione di Laplace cui soddisfano le coordinate delle rette della data 
congruenza abbia invarianti uguali, 

Altrettanto avverrà perció.anche del sistema coniugato, immagine 
delle sviluppabili sulle seconde falde focali; e le successive trasfor- 
mate di Laplace della nostra congruenza sono tutte congruenze della 
stessa specie, Si noti in più che i sistemi coniugati R sono tutti 
isotermo-coniugati. 

Se u + о = cost, formano un sistema coniugato Z^, a coordi- 
nate delle tangenti a tali linee possiamo assumere le 


O دم‎ еа) | vf- een] 


le quali hanno il vantaggio di essere invarianti ; perchè, moltipli- 
cando le x per un fattore b, e quindi a, рег &?, esse non mutano. 
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«Wir deu NY 


n: 


pero 
va E PPP 


262 CAPITOLO QUINTO [8 45] 


Valgono le: 
(0 ар) = рр). 5 + @-M=16+9) 
ossia : 

@ C=- E) , (0)=0(£) 


donde : 
(9) р„-+(Г„—Г„Г„)р:=0 , р„-„(—Г„—Г„Г,„)р'—=0 (logo). 


Queste equazioni sono pertanto trasformate di Moutard l una 
dell’ altra. 

Le pus fu; Pu sono le coordinate del punto ove la retta р 
incontra il piano t=0; risultato analogo vale per p'. Dai risultati 
del 8 18 si deduce che tali due punti si possono considerare come 
proiezioni di due superficie ХУ’, X" di cui u, v sono le asintotiche. 
Supposto ( = 1, è: 


DES 


1 
o5 (Yu FY) , Po = uy STA) 


1 
(10) Pa == Me (tat T) pa — 
12 


che noi potremo pensare (loc. cit.) essere tre delle quattro coordinate 
omogenee di un punto di Y', mentre le coordinate ё’, 1], C', т cor- 
rispondenti del piano tangente soddisfano alla т = 1 (sono non omo- 
genee) E dalle formole date loc, cit., duali di quelle di Lelieuvre, 
risulta : 


o£ TER S7 mu UE 9, i Re PR 
du | opa a) Ch 
ie =. E MB—9)y. + yu (8— 02, F Zw 
(11) 
df _ pe Pa | 1 |%+% io CR 
0v ^ opa deal — i 
fe Tu E и 6.) + Yao Cut 


Derivando, ricordando la f, ==, e le equazioni fondamentali 
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per ХУ’ 
(12) Euu = Onuba PE eh 


(dove appare chiaro il significato dei simboli) 


si trova che le quantità f', y' relative а У’ sono date da: 
(18) B+B'=0,4+0; t+r=0+0 040=log(0,+0 — 8— 1) 


Anche Y' è perciò una superficie R; e così pure X". È facile 
precisare tale proprietà giungendo al teorema seguente : 

Le intersezioni con un prano di due congruenze R, trasformate 
di Laplace, sono proiezioni delle asintotiche di due superficie X", X, 
che sono ancora superficie R, anzi sono falde focali di una nuova 
congruenza W che si dirà trasformata T della falda focale 8 comune 
alle due congruenze iniziale. Vale anche il teorema duale, perchò le 
correlazioni portano superficie R in superficie R. 


8 46. — Le congruenze di Wilezynski. 


Ci chiediamo quando due congruenze aventi a comune una falda 
focale S, su cui le loro sviluppabili segnano lo stesso sistema coniu- 
gato, appartengono entrambe a complessi lineari. 

Entrambe le congruenze saranno W, perciò il sistema coniu- 
gato sarà un sistema R, le cui equazioni si potranno porre nella 
forma u + v= cost, mentre è 6, = Yu. Le due congruenze si ot- 
tengono ponendo 


(1) A=B=e7? oppure A=—B=et? 
ove Фа = 8. Фф. = Т. 
Gli elementi della seconda congruenza saranno contrassegnati соп 
apici. 
Per entrambe si calcolino w.,), N. Si trova subito : 
(2) N = A*(29,, — 294 — Pat po +0 — 0 + 
o 20. 0, — 2e, 0, — 20,, е 20,, t Apis uf 439) , 


rA 
ч ^ RF Д * 
раа ча 
Ades. iJ 
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+ 209, 0, n 20, da pi 20,u + 20%) ’ 


donde, sottraendo : 
(4) T (N e — N 489) = (Puu — Po): 
Sommando si trova invece: 


@ d Qué at e ITER 


i | 
33 (s. ur ER, ail Liver Pu) + (0. es ааа 29 


cioè, ricordando la f,=",, e i valori delle 2, М definiti al 
8 16 D, 


O iq xv gg) рМ. 


Le condizioni (14), (15) della teoria delle superficie ($ 16 D) 
danno pertanto: 


M, = — (2*8, 4- Pf) = фа — Pu Poo = 


== — 2o, Puo — Pu | Pus -+ (Ne? — №'е— 2%) 


donde, se N, N’ sono costanti, se cioò le nostre congruenze ap- 
partengono a complessi lineari, 


( o M= eR + We — ve) E 


[V = funzione della sola v]. 


E similmente si trova : 
O Laga Wwe) +0 


[U = funzione della sola u], 


SIRO A КЕТЕ. TOR IE O AIR AIR 
NUUS "tB 45] 


(3) — N'—A"(—26, + 20, gi + gt + 0 — 03 + 


be ы 
ا‎ 2А. 


P 


$E, MER УК ЛЗ 


5 Puu — Po = e) = e7?9) (s = + 1) 
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Confrontando col precedente valore di L— M , se ne deduce 33 
О = V cioè 


(9) U ex P = m = cost. n 
Ora, se N ed N’ sono costanti : 


o? | ô Net — Nee 
Bow То, = Gudo (Po — Pass) = — үстү enna zz 


2o „„—29Ф 
= — fu ETE NE I gp (Nel — N'ed), E. 


Se ne deduce facilmente che anche la terza condizione (5) del 8 16D — — — 
d'integrabilità è soddisfatta. : 
La nostra ricerca è ridotta allo studio della sola equazione ; К 


(10) Pau cing (e — — N'e-29) ч 


Se una almeno delle citate congruenze W è degenere, se р. es. | 
N'= 0, questa equazione si riduce alla nota equazione di Liouville i. 


(11) Puu Po = га e? 


il cui integrale generale è dato dalla е? = cost. cx UT , ove X à 
funzione soltanto di w- v ed Y di u— v. 

Se nò N, nó N' sono nulli, allora, essendo ¢ determinato a A 
meno di una costante additiva ^ dalla dọ = (dw -|- dv, possiamo 
sostituire  -|: 4 alla ¢ deducendone : 


(12) fuu — Peo = E (Ne e — N'e-% e-?9) , 
А v 
Scegliendo № in modo che Ne = +N'e7% si trova, molti- E" 
plicando w, v per una stessa costante : LN 
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che è l'equazione da cui dipende la ricerca delle superficie a curva- 


| tura costante e da cui nel campo proiettivo dipende la ricerca delle 


superficie su cui esiste un sistema coniugato le cui tangenti defini- 
scono due congruenze appartenenti entrambe a complessi lineari, 

Ricordo che le superficie a curvatura costante (così come le 
deformate delle quadriche) sono (Bianchi) casi particolari di super- 
ficio R; le tangenti a un qualsiasi sistema di linee di curvatura 
di una superficie a curvatura costante sono W. 


8 47, — Congruenze W di cui una falda focale 5 è quadrica. 


A) Primi teoremi. 


Se S è una quadrica, ò В = y = 0. Dunque А = U è fun- 
zione della sola и, B — V della v. Le congruenze aventi una qua- 
drica S per falda focale sono dunque quelle le cui sviluppabili invi- 
luppano su di essa linee, che con le coniugate formano un sistema iso- 
lermo-coniugato. 

Posto (:— 1, у= wu, 2—v, х = шо, Бі ha 0 — pj ра = 0 
e quindi 


| (1) pm—U'—V', )-——U'-- V, N= U'? —y'? — 2UU" --2V Y" 


5 E д ОТ”! 
@ Р=В+в=-—; EEE e e ЧАЙДЫ ag 


La seconda falda focale S è rigata (т = 0) soltanto se o U è 
funzione di secondo grado della u,o V della v. Se p. es. А = U = 
= ац? -- 2bu -- c (a, b, c = cost.), allora 


(8) -— 2y" (au? + 2bu + с) 
177 (ас — 93) + (V3 — 2YV^)* 


Dunque: Se una congruenza W ha per falde focali una quadrica 
S ed una rigata S questa appartiene a una congruenza lineare (per- 
chè l equazione y= 0 ha due radici и = cost.), e le sue asintotiche 


я ы 


PIRA 
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curve appartengono ciascuna a un complesso lineare, Se Б non è 
rigata, ma S è sempre una quadrica, U identità 


дор e à? log =- 
(4) Budo — "dude P1 


prova che le asintotiche curve della seconda falda S, di qualunque 
sistema siano, appartengono ciascuna ad un complesso lineare. 

È poi evidente che sono equivalenti i 3 fatti seguenti : 

a) U e V sono polinomi di secondo grado; b) la congruenza 
appartiene a un complesso lineare ; c) anche la seconda falda focale 
è una quadrica, 

In tal caso con una trasform. lineare (reale o no; intera o 
fratta) sulla ш ө una trasformazione analoga sulla v (cioò con una 
proiettività applicata ad 5) potremo ridurre U ad 1 (se U — 0 ha 
radici coincidenti che si mandano ах ) oppure ad aw (а = cost.) 
e similmente la V ad 1 oppure ad av (a = cost.) Le linee du: U = 
= dv: V saranno quindi riducibili ad uno dei tipi: u — v = cost. 
(nel qual caso N = 0 e la seconda falda degenera in una retta) 
oppure uc! = cost. (h = cost.) oppure ш: v^ = cost. (h = cost.) 


B) Interpretazione nella geometria non euclidea, 


Assumeremo S come assoluto di una metrica non euclidea di 
Cayley. Le coordinate di un punto di 5 sono: 


(5 T=— (U'4-V')uw+2(0U+uV) ; t—-—(U'4-V^; 
y-—(U'-4-V')u4-2U ; Xe (U'4- V)v4-2V ; 


formole notevoli che danno in termini finiti per mezzo di una 
funzione arbitraria U della w e V della v le equazioni di una 
superficie S, 

Posto 


(6) a-9V—Vv , y—-—V , 2 о beat, 


U 


questo punto, al variare di v, descrive una curva С”, Le equazioni 
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precedenti che si possono scrivere: 

: 2 = uw + (3U — U) ; Y=uy'+(2U—U'ul'; 

E (7) 


provano che: Le asintotiche u == cost, di S sono tulte tra loro col 


è lineari (proiettive a 0"); e altrettanto dicasi delle v = cost. Poichè 

5 dalle precedenti equazioni segue che z/— YE è proporzionale ad 
E e't — y'z' segue che le collineazioni che portano ит asintolica. di S 
b. in un’altra asintotica dello stesso sistema lasciano invariata la qua- 
E _. drica S, e nella metrica di Cayley sopra definita si riducono a mo- 
A vimenti. La tangente a una asintotica v= cost. di S incontra 8. 
- in un punto T, -+ pz, ove p è definito dalla: 

x Road er do Nt атаа га 
uH (Tu + p) (tu + pe) = (Ja + py) (Xo + pa), 
B ‘ossia : | 
B o5 U” + 2U'p + 2Up* = 0. 

B. Le generatriei u = wg di S a cui si appoggia tale tangente 
E sono date dalla : 

" e Yu x py 2289 1 

9). Wn fip ee УП 


„2 


che dipende esclusivamente dalla coordinata w del punto di 8, ove 
si è tirato la tangente all asintotica v = cost, Dunque: 

Le tangenti alle asintotiche (p. es. v == cost.) di un sistema 
della S tirate per à punti di ит asintotica (u = cost.) dell'altro siste- 
a ma incontrano S in una stessa coppia di generairici (u == cost.), e 
ў nella nostra metrica sono pertanto parallele di Clifford. (La funzione 
U determina tale corrispondenza tra w e i due valori ug; signifi- 
cato geometrico analogo ha la funzione V). 


Le linee i- ss Sl 0 inviluppate su S dai raggi della 


nostra congruenza hanno dunque per tangenti tali raggi che sono 
anche tangenti ad S. Perciò nella nostra metrica esse sono su З linee 
di lunghezza nulla. Ciò si, controlla col calcolo nel modo seguente: 


SI Ж ATA ST 
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Essendo 21— 9 X = — 40У, l'elemento lineare di S' nella nostra 
metrica è, a meno di un fattore costante arbitrario :. 


т) а) а) 


du dv 2UU"— U”? 2y yV" — y^ 


(10) 


che si scompone appunto nel prodotto di due fattori, di cui il primo 
ò T + СА : come si voleva verificare. Ma, osservando che 
anche il secondo è un differenziale esatto, si ha in più: 

Le superficie S sono nella metrica di Cayley superficie a cur- 
vatura nulla. La congruenza W iniziale è quella delle tangenti al 
: ^k du dv 
primo sistema di linee T + m 
simmetria del risultato fa prevedere che anche le tangenti al secondo 
sistema di lince di lunghezza nulla formano un’ altra congruenza W 


avente le stesse falde focali. Infatti per 5 è: 


0 di lunghezza nulla; la 


(11) B= PUN —, q2—9UY":N. 


Affinchò le tangenti alle altre linee di lunghezza nulla 


du dv T. = 200"°— 0% 2yy'"—Jy' 
(12) -= = سے‎ B:A=— RET УЛЕС e 


formino una congruenza W è necessario che 


: 9lg4:B V Bi ав P 
дидо vg ud E E реви 


equazione che si trova identicamente soddisfatta. 


Oss. In un punto di S tiriamo le tangenti alle due linee di 
lunghezza nulla, che ne escono; esse incontreranno la quadrica in 
due punti A, B. Siano (ш, v) le coordinate curvilinee di А ed 
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(ui, v,) quelle di B. Si trova che: 
(13) w = u — 2 -r v9; — 9 — 2 —-. 


Così la U e la V si possono pensare anche come le funzioni 
che definiscono la corrispondenza tra А e B. Il fatto che u, è fun- 
zione della sola ш, e v, della sola v dimostra in altro modo lul- 
timo teorema ottenuto. 

Questo teorema risulterà pure evidente, se si riesce a inver- 
tire il penultimo, cioò a dimostrare: Condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè le tangenti u un sistema di linee di lunghezza nulla 
(in una metrica di Cayley) per una superficie S formino una con- 
gruenza W, è che S sia a curvatura nulla, 

Adottando i simboli della geom. metrica, indicando con 2, y, 2, t 
coordinate di Weierstrass, cosicchó Sa? = 1 (so Sa? = а? 4 у? + 
+ 2% - 102 = 0 è l'equazione dell’assoluto), sia 


2Fdudv = S(da?) 


l'elemento lineare di una superficie S riferita alle lineo di lun- 
ghezza nulla. Una tangente in un punto # di S alla v = cost. 
incontrerà lassoluto 5 nel punto #,. Affinchè questa congruenza 
sia W è necessario e sufficiente che l’ equazione 


(Eu Buu Fun T) = 0 
delle asintotiche di $ coincida con la equazione 
Ddu? 4- 2D'dudv + D'dv* = 0 


delle asintotiche di 5. Posto ¢ = log”, le equazioni fondamentali 
della teoria delle superficie danno : 


(14) uy = Pu Cut DE ) qu, —– Рарб ) „== م‎ DE, 


se é sono le coordinate di Weierstrass di piano tangente. Tenendo 
conto di queste equazioni, ed escludendo al solito che 5 sia svi- 
luppabile e che quindi possa essere D = D' = 0, si riconosce fa- 


/ Р n ve 4 
даал م‎ "alebat m T. ad r^ ا‎ AN 
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cilmente che le precedenti € equazioni coincidono soltanto se gu = 0, 
cioè se la curvatura di 8 è nulla, come si doveva provare. 
L’ equazione di Gauss per S prova allora che, im coordinate 
u, v qualsiasi , 
(15) DD" — D” = — (EG — Р?) 
E, poiché dalle formole della geometria non euclidea, si deduce : 
(2 x, х, Фа) (È u 6, 46) = 
(16) = — (DD"— D'?) (раи? 4- 2D'dudv + D'dv®)? 
(va, х, 2а) = VEG — F? (Рам? -2D'dudv-- Ddv?) , 
81 ha nel nostro caso: 


(17) а,в, da) = 044). 


Cio: Le coordinate di Weierstrass di punto e di piano tangente si 
corrispondono (per le nostre superficie S) secondo la legge da moi 
posta in generale al § 12 per ogni superficie. Questo teorema ha una 
semplice interpretazione geometrica: La normale non euclidea della 
nostra superficie coincide con la prima direttrice di Wilczynski. In- 
fatti, scritto l'elemento lineare riferito alle asintotiche nella forma: 


du? -|- 2coswdudv +- do, 
il precedente teorema prova che la seconda forma di Gauss 


2senwdudv 


coincide con la nostra forma F,. La direttrice di Wilczynski è la 
retta congiungente x ad 


v 1 Ologfa;s 1 0108419 
(18) ы =з ба püpsrr Mosa mese Ду. 00 


Ove a = seno е В, ү coincidono (come per la geom. euclidea) 


: OUS E 22 
coi valori di | «| 1 


. Poichè о, = 0 (perche B ё a cur- 


NINE RT 
p VRBE ANIMS X 
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vatura nulla) il punto =” coincide con z,,, cioó per noti teor. 
di geom. metrica, con — Fa + D'; la direttrice di Wilczynski 
coincide perciò con la retta (x, $), che è proprio la normale non 
euclidea, 

Tutti questi risultati dimostrano che le nostre superficie 8 coin- 
cidono con quelle studiate dal Bianchi negli Annali di Matem. 
Ser. 2, tomo 24, 1896, pag. 93. Nella mem. del Bianchi si trova 
in più аади che: Le normali non euclidee (cioò le prime di- 
rettrici) di una delle nostre superficie formano ancora congruenze W , 
le cui falde focali sono ancora superficie del medesimo tipo. Viceversa 
ognuna delle nostre superficie si può pensare falda focale della con- 
gruenza delle prime direttrici di un’altra superficie del medesimo tipo. 


0) Inversione dei teoremi dati in A. 


Invertendo il significato delle S, S cerchiamo di provare, se 
possibile, i reciproci dei teoremi dati in A. Il primo si enuncerebbe : 
Se S è una superficie non rigata le cui asintotiche appartengono 
ciascuna ad un complesso lineare, allora S è falda focale di congruenze 
W, di cui l’altra falda S è una quadrica; vedremo che questo 
Bia non si può dire sempre vero, perchè può capitare che 8 de- 
generi (caso in cui il teorema non ha senso). Nelle nostre ipotesi 


(19) B=%; Seb = donde =UV": (U-- V) (cfr. $ 18 B, 0) 


Se S deve essere una quadrica, cioè se deve essere f=7=0, 
вата: 


= B N - AEN 
20 = — x = ү == enia C 
Q0). рев 6—0 == фе {ш тч р 
Poiché 
(21) A, — — Bp B, = — AB 
sarà t 

B N, A N, 
dia. La 
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e quindi per la (22) del $ 42 


(21) ior Bo: B-,:68 ДА,А == Bí: B. 
Perciò 
U ed X funzioni della sola w 
(22 B=BfX А = RY ын . 3 2 
(23) (Y, = —gx (ӘХ), = — ВУ, 
donde : 
(M) A Orsi della sola a 
Br Vy unzione S u= 07 
Yy’ Су 
(25) ВХ = TTF + funzione della sola v — Uy X 
in IV Хү”. 
Perciò CUPIS dey’ essere funzione sia della sola u, 


che della sola v, e perciò deve essere costante, Quindi : 


(26) XyU'  —HU--K , Y/V —HV--K (Н, К = сові.) 


e quindi : 


үп" ا‎ ай 
occu py €+ В= ртр vay 2U +8). 


Scegliamo coordinate omogenee tali che aya = 1 : 8. Sarà allora: 


rd eroe 


(29) N = 44? pa m 4B? Pog» 
Nella nostra ipotesi per |a| = e? è: 


г al 
(30 L= E _ i (o 2 - 2p, e analoga per M. 


Fusini ө Cron, Lexiont di Geometria proiettivo-differenziale 18 
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Confrontando coi valori di L, M dedotti al $ 18 C, si trovano 
i valori di pj,, P2; e se ne deduce il valore di N. Si trova così: 


gı) МОЖУ? L (HV + ky [uut + (— BU + 0] + 


+ (— HU + Ky? [kV + (0 — UV +7], 


ove A , k,l, p sono costanti dipendenti dalla superficie S considerata. 
Poichè le B=%=0 equivalgono alle NM: N = By: B e 
№: N= А,: А, dovrà essere 


ушур GV tK) C- BU + К) 


ULV (con P = cost.) 


(32) 
Identificando i due valori trovati per N, se ne deduce: 


H'h—) — 2kHK = —-—Н°, 


P 


"Euh 


(33) K*(& — 1) — 2pHK = 
D 
noma ra KH. 


La prima divisa per Z.si riduce alla seguente formola (che sus- 
siste (*) anche se Н = 0): | 


(34) нь —1) — 2k K  — 5- H. 


In modo simile si trova : 


(34) ы, К (h —1) — 25H = #9 


(*) Se H —0, à X+0, perchè altrimenti о U' = V'=0 (caso assurdo, 
perchò ne seguirebbe B= y = 0, cioè che 5 è una quadrica contro l ipotesi) 
oppure А = B= 0, caso in cui le 5, S coinciderebbero contro l’ ipotesi. 
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E queste due equazioni equivalgono alle tre precedenti. Eli- 
minando le H, K, non contemporaneamente nulle, come abbiamo 
già osservato, se ne deduce: 


che determina P a meno del segno; per ogni valore di P si deter- 
minano poi le Н, К dalle formole precedenti, Quindi, com’ era 
prevedibile, ognuna delle nostre superficie S è falda focale di due 
congruenze W aventi per seconda falda focale una quadrica. Il 
teorema ha eccezione nel caso (h —2)* — 4kp= 0; le congruenze 
W corrispondenti (essendo P= 0) hanno N uguale a zero, e perciò 
hanno una seconda falda focale degenere. Questo avviene in parti» 
colare se X=%—/=p=0, cioò se la superficie appartiene al 
caso limite di Teilzeica-Wilczynski. 


Quanto alle rigate S di una congruenza lineare, si noti che, 
scegliendo opportunamente i parametri delle asintotiche e il fattore 
di proporzionalità delle coordinate omogenee, si può rendere : 


(86) a, 1, 0— 0, р = 8— 0, {= 20u+0 (6, с= cost) (*) 


e quindi, per le condizioni d' integrabilità, pay è funzione della sola v. 
Indicando con U, V funzioni della sola w, o della sola v, si trae: 


(31) B=V'; A=— (2bu -- o) V +U 
Se si vuole che la corrispondente congruenza W abbia per seconda 
falda focale una quadrica (В == y = 0), dovrà essere: 


(2bu +0) V—U N, 


(38) Ng 0 q= 2bu + c= ў? N 


ossia 


(*) Si suppone qui che una delle direttrici sia l'asintotioa u=0%. Al- 
trimenti y sarebbe un polinomio di 29 grado in w. 


ro 


dI PEST TM EI 


- 
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con N funzione della sola v. Dunque U = Ё (26и + с) con k= cost. ; 
e perció, aggiungendo a V una costante, potremo supporre U — 0. 
E la precedente equazione diventa № = AV соп № = cost, Vediamo 
dunque quando dalle: 


(39) B=V'; A=—(2bu+c)V segue N = AV con h= cost, 
Esplicitando il valore di N si trova 
(40) AV = Ap9 y? — y"? —2y'" (20V' — V” + 27 Pa) 


Data una rigata appartenente a una congruenza lineare, ad ogni 
soluzione V di questa equazione (purchè V 3: cost; perchè B+0) cor- 
risponde una congruenza W, le cui falde focali si riducono alla data 
rigata ed a una quadrica. (Due soluzioni V proporzionali indivi- 
duano la stessa congruenza). 


$ 48. — Congruenze W con le due falde rigate (non quadriche) 


Siano S ed S. rigate; e sia P= 0, y= 0, cosicchè le v = cost. 
sono asintotiche su S, le з = cost. su S. Le formole che danno 


B+B e + si riducono a: 


DN 4B o9 Ni iN, 
(1) Варте 08818 p "T 


та 9 


BN 


L’ equazione (22) ($ 42) in N diventa pertanto : 


A ; NN, .. S 9dogN _ 
(2) Nout BN=0 ossia Ni, — x =0 ossia “segg 


che per le precedenti dà: 


log B _ log 8 | ж 
(8) 5555 = 0 donde Juv 20 0 


(*) Infatti la Buv=— 48, + Bfy dà Bust- ABe =0 e per la precedente 


Bu B, кы В, i v G udis : 
В + 8 jg ossia Be: B By; B. 


equazione del testo Af,—— 
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Cambiando il parametro w potremo ridurre В ad una funzione 
della sola v (necessariamente un polinomio al massimo di secondo 
grado, se il parametro di v è stato scelto opportunamente), e la 8 
è una rigata di una congruenza lineare, cosicchè si può supporre: 


(4) 0= руа = 0, Pia = ри (0); 8-—2bv-Lc (b, o= cost). 


Dalle (1) del 8 42 si deduce, indicando con U o V una fun- 
zione della sola v 0 v: ' 


(5) A «s U' B=—Uf4+V 

dove, per la (logB),,=0, essendo 0' = 4%0, deve essere V — f --cost. 
Mutando dunque U in U + cost, sarà: 

(6) Аъ 0 В = — Up. 


Basta calcolare N рег dedurne che N è funzione della sola ш 


e che quindi anche — 0. Dunque si ha il teorema di Segre: 

Se le due falde di una congruenza W sono rigate, e alle asin- 
totiche curve della prima corrispondono generatrici della seconda, questa 
seconda falda è una quadrica e possiede pertanto un altro sistema 
di generatrici, a cui corrispondono le rette della prima falda focale. 
Escluse dunque le già studiate congruenze W, di cui una falda 
focale è quadrica, per studiare le congruenze W a falde focali ri- 
gate, basterà studiare il caso che sulle due falde focali si corrispon- 
dano le generatrici, che p. e. т=т= 0. 

Potremo supporre 0= 1, B = — p,v* -pav--ps, Pu=P1t0Pa 
ove le p, sono funzioni della sola w, e infine pgs = 0. Le equa- 
zioni fondamentali dicono che 4 è funzione della sola w, e che, 
posto 


di 
a + Ap; 
si ha: 
(7) B — (v) + 40% 4- 950—4. 


Dobbiamo ora esprimere che 1 è nullo come y. Ricordando 
il valore di y- y, ciò equivale a dire che N, = 0. Esplicitando 


—-— SITL PIE E БШ RE. Veg а A4, CA dit х2 se AES EY 
А C RI va NR - batta, و‎ aid mum Съд Wa. 5 
T rej, Vela) i POTRO ge Sr ne CRE om T 
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il valore di N, si trova che la N, — 0 equivale a ф'''(ф) = 0, cioè 
alla ¢ = 0, quando si aggiungano alle q, opportune costanti. Data 
una superficie rigata con le sole integrazioni necessarie al calcolo 
delle q si trovano le congruenze W, di cui essa è falda focale, e la 
seconda falda è pure rigata. 


$ 49, — Superficie trasformate delle rigate 


con congruenze W. 


Sia S rigata, e precisamente sia B= 0. Sarà: 


REL ossia В, = В 


Nu 
AN 


N 


L’ equazione in N diventa сові: 


9° log N 
ðuðv Вт 


Nu j 
Nu Ww МВт ossia 


donde, per le precedenti 


0? log B 
дидо 
=— ABB, + Ву cioò R.: 8= В,: В, © infine, per le preco- 
denti 


e ossia BBy,=B,B,+-B®B7 ossia (— AR, + ВВү)В = 


2 
(1) EÊ gr (so B0) 


Se una superficie S (non rigata) è trasformata con una con- 
gruenza W in una rigata `8, le asintotiche di Ө che corrispondono 
alle generatrici di S appartengono a complessi lineari (Segre). 

I metodi qui svolti permettono di dimostrare facilmente il 
teorema reciproco: Se le asintotiche di un dato sistema di una 
superficie S appartengono ciascuna а un complesso lineare, la S 
è trasformata di una 8 rigata, le cui generatrici corrispondono 
a tali asintotiche. Questo teorema ci dà un metodo geometrico per 


. . ш * ( Che ” 
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trovare tutte le superficie, di cui un sistema di asintotiche è formato 
da linee appartenenti a complessi lineari. Questo metodo, come nel 
precedente $, richiede le sole quadrature necessarie a determinare 
le д (e lascia la (v) del citato $ completamente indeterminata). 
Supponiamo dunque che valga la (1). Come sopra si riconosce 


che imporre la condizione == 0 equivale a imporre che sia 


(2) NN= B,:B 
da cui segue: 
(3) B= B,:B 


che dovremo ricordare assieme alle : 
A= — By, B= — АВ 
4 В 
(4) Au=—p— A8,— 5 (o +) 


dove la } si riguarda come nuova incognita. Si deve dimostrare 
che si può trovare р, in guisa che (3), (4) risultino integrabili e 
compatibili con (2). La condizione d'integrabilità dà soltanto: 


(5) ро = В (Yu H YOu) — А (Ow + BY) — я (Bo + В0,),. 
La (2), per la 8— № ө per la (6) del 8 44 dà: 


© аы س‎ Oupa В — к; + PO)  — 2 8 


ove, usando per semplicità coordinate non omogenee (pu = 0), si ha: 
B 
AN = 2Apy— 2Bpo + y? + 23 (^ + Bov) 


. eosiccho la (6) si riduce а: 


A 
(1) unm + (5 Bu 2 а) bu & pò e 


Le condizioni d’ integrabilità delle (3), (4), (5), (7) si riducono 
a quelle relative alla (5), (7). Da (5) si trae derivando, come po- 
tevamo aspettarci ($ 44), 1 equazione di Moutard 


(8) Puo = (0, + Pp 


I valori di ра, dedotti da (7), (8) si riconoscono identicamente 
uguali, appena si ricordino le condizioni d’integrabilità della teoria 
delle superficie, e la identità 


A 0? log B 


In conclusione dunque restano arbitrari i valori iniziali delle 
A, B, р, ри; е, poichè, solo moltiplicandoli per una stessa costante, 
la congruenza non varia, si ha il teorema (F.) che una delle 
nostre superficie è falda focale di co? congruenze W, di cui la se- 
conda falda è rigata. 


$ 50. — Composizione di Bianchi di due congruenze W. 


Siano date due congruenze W aventi una stessa falda focale 
S. Ne indicheremo gli elementi caratteristici соп A,, Br, pu, №, N 
per = 1,2. Se 21, 2, sono due costanti, anche А = 2, 44 -- 25 4, 
e B = z; В, + 2, Ba, soddisfacendo alle (1) del $ 44, individueranno 


una congruenza W; e chiaramente il relativo valore di N sarà © 


N = Nizi + №2325 + Na, ove: 
(1) Ni =N= Ma ba р +8 (44a Pi + В, Ba Pao) + 


i 1 2(4, +4 n, 2 28). 


Invece il valore corrispondente di S è la funzione z, 8, + 2, S, 
lineare in 2. : 


ч ON GE ON diventa 


ЖЕҢ ili дй ы DD SS 


a 


КА se к vt ütes c d сМ, n 
è 27 2 J "T to N Gi "TEM FTR vo 
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т i hac o © Ls a ف ف‎ АА ai Ee 


рв Д a 


ТУ УКУ 
Pos да T » 
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1 
2(2,4, +543) 


cosicchè varrà la: 
(2) 


insieme all’ analoga : 


ôN _ B,0N, , ôN, 
(9) "vm eroe Op 
Sorge dunque spontanea l'idea di porre 

(4) Na=0 +92, 


; dove le funzioni о, 9 sono definite dalle: 


A, ôN; ôN, 
aloni” pe imde LÀ = u = 2446, 
(5) 
_B,9N, _ _B,0N, _ 
"E de A Bede i 


Che ció sia legittimo si deduce da ciò che, in virtù dell’ equazione 
cui soddisfa N,, le condizioni d’ integrabilità per le equazione in 


sono soddisfatte. Si trova infatti : 


(6) Co e AU ide 


Poniamo ora : 


(7) A 
Va = Ох E: Ма —34) 73 -- 82,5 în) 


Sostituendo alle @ =, e loro derivate i valori dedotti dalle . 


(5), (7), (8) del $ 42 per 4— 4,, B= В,, si trova: - 
(219 + ta) = (0 -9— N)— 0. 


(2 d i qae a 2 aN- ôN, aN, 


2А, дц ' 24, du 


TA 
o ey 


ANE PEST URP. Fn 


ГЕ, 


ETRA T RO д 


س 


"nw 


dob Vc TP 


ы A MA, 
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Trattandosi di coordinate omogenee, se ne deduce che i punti 
4,9, $$, Coincidono. 

Sostituendo ad w il valore dedotto dalla (10) $ 42, ponendo 
4-—4;, B=B,, si trova: 


СЕЛ 


(8) za = e) TEE du (- 24, +2 ho) + 


02, 2B, 
T (20-57) ). 
Cioè il punto ®, si trova nel piano tangente ad S, nel punto 


жү, e simultaneamente anche nel piano tangente ad S nel punto Ca. 
Poichè, posto 


foetus E P _ Bi f EN cc) ШЫ 
(9) TAR Bi= B, УКР M NS 


si ha: 


(10) 


la retta congiungente x, ad z,, descrive una congruenza W. E 
sarà provato che x,» ne è il secondo fuoco, se si osserva che, in 


virtù della e% = a, = aN — Ne , vale la: 


óloga, 
Qv ^? 


ГА 
ш) м= TA ر‎ 


Qu дә du edi 


che appunto corrisponde alla (4) del $ 42. 


Si ha pure: 
/ Sı 
S; —8,-- 0 
№ 
(12) 
Т! == 9-1 
= y 


Poichè e è definito dalle (5) a meno di una costante arbitraria 
#dditiva, segue : 
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Se S è trasformata W (cioò trasformata con congruenze W) 
di altre due superficie S, ed Sy, esistono oo! superficie Sio che sono 
trasformate W sia di S, che di Ss, che di tutte le oo! superficie 
trasformate W della S mediante le congruenze W definite dalle: 
А = 24 Ау + zg Age B=z,B, +Z В,. Tali superficie si determinano 
con una quadratura. 

: " )27 , NM 1 д 

Si ha N=) ЕЕ + 24; nf ) + B(S 
le x" sono calcolate per la superficie S,. Sostituendo alle Xf, pi 
ece, i loro valori si trova: 


— 2B; rH je 


N Nam M КЕИ Sea Ке 


3  Ni- Y 


NEW 


8 51. — Le trasformazioni W di Fubini 


delle superficie isotermo-asintotiche. 


Quando mai sulle falde focali di una congruenza si corrispon- 
dono le linee di Darboux ? In tal caso si corrisponderanno anche 
le asintotiche, Hessiano di queste, e la congruenza sarà W, Con 
le precedenti notazioni la fattaci domanda equivale a chiederci 
quando sarà 


а) B:B= 7: ossia Ni: N, =P: Sega HEC 


ossia, per le (5), (6), (7) del $ 44, usando per la prima falda focale 
coordinate non omogenee, e quindi ponendo Pı = Pas = 0, quando 


в (essendo р un fattore di 
Pau Ou Put Bho у= p-p | proporzionalità) 
de va pd 
(2) 4 puo — (Bus + Pre = 0 E DA з 0. 


T 1 
boo + Thu Oo ре а — P -T кэте уне СБ 


"a! 


CAPITOLO QUINTO 


da ricordare insieme alle : 
4, — — By B, шщ AR 
ЗА = —p— A — 240, | 2B, =A — y — 2B0, 


3 
©) n шан ба -- B) — 24 (90 Bs) 


м = — lo — 2А (б, + (^) + 28 (10, “Fu ) 


donde, se consideriamo А, В,), р. tutte come incognite, si hanno 
come condizione di integrabilità la seconda delle (2), come già 
sappiamo, oltre alle condizioni di integrabilità delle prime tre 


equazioni nella sola p, che si trovano (per la А, = — BY) essere: 
pf PI 
ólog AB ólog AB 
(4) Ex I E noe 
ó?log P. 
Sarà dunque TL gioni 0; e, mutando i parametri dello u, v, si 
potrà supporre 8 = 7, e quindi р sea . Si ha dunque il teor, 


di Îî. (escluso il caso elementare p = 0): 


Tutte e sole le superficie isotermo-asintotiche sono falde focali 
di una congruenza sulle cui falde si corrispondono le linee di Darboux. 
Se S è isotermo asintotica, una di tali congruenze avente S per 
prima falda focale è determinata dai valori iniziali di А, B, A, 
W Pu ро е dal valore di %. Ma, poichò, moltiplicando A, B, ^, р, 
per uno stesso fattore, la congruenza non cambia, una superficie 
isotermo — asintolica. è falda focale di oo" congruenze della specie 
voluta, la cui seconda falda focale è ancora isotermo-asintotica, 
Questo teor. dà una trasformazione per congruenze W delle super» 
ficie isotermo-asintotiche, per cui la Sig.* Ragazzoni ha dimostrato 
il teorema di permutabilità, che segue immediatamente dalle nostre 
formole, Dalle precedenti (S = pg :.B = kA, T = — kB) segue 


(*) Resta escluso il caso р = 0, che è il caso elementare delle con- 
gruenze W appartenenti a un complesso lineare, e che hanno per falde focali 
due superficie reciproche, 


et ii 


eh. 


"UT 
& 


4 


è Aa cme 6a è 
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(5) Nu =2kA?, N = 203, 


Siano date due di queste congruenze W, di cui S è prima 
falda focale, corrispondenti ai valori %,, ką della %. Dalla (2) del 
$ 50 segue: 


1 ON. 
(6) : чүн = 2(®Ю-Е®,)А,А, 
oltre alla analoga in v. 


Le wu —25,4,45, о, = 2k, В, В, provano che =; 


E: ko N. 19o 
ove c= cost. (se kı kak 0). Per le nostre congruenze la w, e le 
relative superficie del teorema di permutabilità si trovano senza 
quadrature (se №, + ka 0). Vediamo se tra esse ce n’ è ancora 
qualcuna isotermo = asintotica, 

Dovrà essere : 


(1) БиМ" 71019 qoe) 


cioè: 


(0? 


д Ао ү? : 
(8) + а) =1 (4, =) e analoga in о, 


Queste equazioni sono soddisfatte soltanto per | = kg, c= 0. 

Se S, ed S, sono superficie isotermo-asintotiche trasformate W 
di una superficie 8 isolermo—asintolica, tra le superficie Sg del 
teorema di permutabilità (nel caso k,-+%s+0) ve ne è una sola 
isotermo-asintotica che si determina senza quadrature. Quindi, come 
nelle classiche trasformazioni del Bianchi, se di una superficie S 
isotermo-asintotica sù conoscono le trasformate per congruenze W, 
l'applicazione successiva a queste ultime delle trasformazioni per 
congruenze W si esegue in termini finiti (senza neanche integrazioni), 

Anche il caso ky + А, = 0 si studia facilmente, come һа os- 


servato Cech, Se /, 4- ka = 0, allora : 
ON д 


® 2 
TUE 


+ „ж nu (4,94) . 


LUC ER M I viteria "TL ^ oL rns 


VISA РАА 


3 
t 


` 


^i 
И н 


Towe 


UN TY NS TI TEE T. UR 


rem 


PA ri, 


v 
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ON; _ o ,V B, B, 
(9) = з В, + Ty 2 + (8,020) f 


ON, _ Ng 
EESTI 


(10) s 


=0 Ni = cost. 

come segue immediatamente dalle precedenti equazioni. Dunque 
le (7) saranno identicamente soddisfatte per №, = 0; e in tal 
caso tutte le оо! superficie del teorema di permutabilità, determinabili 
per quadrature, saranno isotermo-asintotiche. (Invece, se N,a ¥ 0, 
nessuna sarà tale). 


Delle superficie isotermo asintotiche è caso particolare inte- 
ressante quello delle superficie di Tzitzeica - Wilezynski. Nel caso 
di queste, supposto 7, = pss = 0, si hanno le: 


1 o*logR — 1 


^nm du br Ti =T=). 


Le precedenti equazioni si riducono alle : 


u 1 
Pau + P u + fn = A za ea 


v B 
by + E po + Pl = — EB Dee o = 6—24 


E, se poniamo : 
l= wr, 2А = —(14- hh, 8В=—(1— ы, A= Ар, 


tutte queste equazioni si riducono alle: 


SERI ESS ian 
Pam + B but TT Pls =0 der 


RL: - de Ti Con. be Nay MIT i IRE RA АПШ i Un mom. Ro rte TNT ЛТ 

p Y * atico ^ CZ TÀ ве“ тея "È ie 
à 1 , E 

* 
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b Tesi ТАЙ» = 0. 


Se ne deduce: 


N =h (p? — 2Bpu ро ), Nu palio qum = SES 7 Ps = 264°, 


e si ha: 


Poichò В soddisfa alla stessa equazione cui soddisfa 8, anche 
la seconda falda focale è una superficie di Tzitzeica - Wilczynski, 
Questo caso particolare delle nostre trasformazioni è stato scoperto 
da "Izitzeica, che ha pure enunciato per esso il teorema di per- 
mutabilità. 


$ 52. — Le trasformazioni di Ionas 
per congruenze W delle superficie Z. 


Sia S una superficie R, cioò sia f, —'(,. La teoria che svol. 
geremo si applica (Cech) anche al caso By = lyu con l= cost, : 
equazione che, se Z+0, si riduce facilmente alla precedente, mentre, 
se L= 0, ві può ridurre alla f=1. Entrambe queste classi di 
superficie si presentano nella teoria delle deformazioni proiettive 
di una superficie. Supposto dunque 6, = Yw, noi ci chiediamo 
quando avviene che anche la seconda falda focale è Л, e preci- 


samente quando è anche Bo == Tu ossia (6 +BL= (y+ Pw ossia : 
AN) (B N 
BANNEN A Neli 


che, in virtù della equazione 22 del $ 42 relativa ad N, si può 


TY 


è 
= 
б 
Di 
= 
r 
EN 
i 
ai 
E 
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scrivere : 


N,  dlog(B?— 42) N, Glog(B*— A4») _ 
(1). FE LE Se DEE SEEN )= 


equazione a cui si soddisfa, se 
(2) N=k(B?— A?) con k= cost.4 0. 
[Resta posta la questione se è possibile soddisfarvi in altro modo 


compatibile con le formole della teoria delle congruenze W]. Da 
(2) segue: 


(8) 8 = Nu = — (ВВ+ 4u) 


1 
T=—s3M=—k(41+B) 


E le equazioni (6), (7) del 8 44 diventano, supposte le coordinate 
non omogenee (ри = 0): 


[uu — Ou Wu + Bw тур = k (Ay + Bg) 
(4) Wuv = (ft - б) 
Pan — Û, Ho + Mv — Toa p — k (By + AQ) 


Le (4) insieme alle equazioni del 8 44, considerate come equa- 
zioni nelle incognite 4, B, A, р, sono illimitatamente integrabili [ciò 
che dimostra che è lecito 1’ aver fatto l'ipotesi (2)]. Bisogna ora 
vedere se da tali equazioni segue Ја (2), Confrontando le (4) con 
le equaz. citate, si deduce che dalle nostre equazioni seguono le 
(3), cioè le equazioni ottenute derivando (2). Basterà perciò che 
(2) sia soddisfatta nel punto iniziale perchè sia identicamente sod- 
disfatta. 

Poichè, moltiplicando A, B, р, per uno stesso fattore, la con- 
gruenza non varia, e sono arbitrarii i valori iniziali di A, р, pw , 
Vw, А, В legati soltanto da (2), segue che per ogni valore di k vi 
sono oo“ congruenze W del tipo cercato, la cui seconda falda focale 
è ancora una superficie R. 
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Siano %,, ką due valori della costante %, ed 4, B,, ecc. 
(i= 1,2) due sistemi di valori corrispondenti delle A, B, ecc. E 


д дА дА 
ж 4 В.В) = AC + Da) + 4, (+) = 


cioò 


(5) a, 9 + 2kg» + Ak, ka (44.4, — B, 5) =0. 


Da questa e dalla formola analoga per » si deduce: 


(6) 244 Q -- 20,0 + 4%, (А, 44 — B, В) = Н = cost. 
da considerarsi insieme alla già nota : 
(7) Q+o= Ng. 


Perciò, se kitka, le Q ed о si trovano senza quadrature. 
Ciob: Se S, ed S, sono due superficie R trasformate di una unica 
superficie S dello stesso tipo mediante congruenze W, si trovano, ве 
kik, le оо! superficie S,4 del teorema di permutabilità senza qua- 
drature. Vediamo se tra di esse vi è un’altra superficie R trasfor- 
mata di S, ed S mediante congruenze di Ionas. Basterà vedere 
wQ 


se per qualche valore di H la N, =N, — N 
1 


differisce per un 


fattore costante dalla: 


2 
Віз дуз. BI— AL + 9081—40 —2 R (PB — 4,44) = 


Ciò avviene solo per Н = 0. Dunque per queste trasformazioni 
vale, se k, kg, il teorema di permutabilità (Ionas). 
Se b, = k,, le superficie S, si trovano (come avviene in 


Fusini ө Сион, Lezioni di Geometria proiettivo-differenziale. 19 


v 
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generale, $ 50) con quadrature. Se la costante H (a cui non si può 

più dare un valore arbitrario) è nulla, tulle queste oo! superficie 

б sono ancora superficie R; se invece H+0, le congruenze che da 

S, od S, conducono ad una S, non sono mai del tipo voluto, e il 
1 2 12 

teorema di permutabilità è in tale caso falso. (*) 


$ 53. — Le trasformazioni di Ionas 


delle superficie di Ionas. 


In certo qual senso reciproca della precedente è la trasforma- 
zione per le superficie di Ionas (8 17 5), che lo Ionas stesso ha dato 
nei Sitzungsber. der Berl. Mathem. Gesellschaft (XIX Jahrgang, 1919). 
Queste superficie sono caratterizzate da questo, che i parametri ш, v 
delle asintotiche si possono scegliere in guisa che fu = Yy, ossia 
che esista una funzione ¢ tale che 


dp = du +- (dv. 


Il sig. Ionas ha osservato che in tal caso et? (Adu + Bdv) à 
un differenziale esatto, che cioè il sistema coniugato, armonico a 
quello delle sviluppabili di una qualsiasi congruenza W avente la data 
superficie di Ionas per falda focale, si può determinare con sole qua- 
drature. Le equazioni per А, В, S, T diventano nel caso attuale : 


(1) S, = Toy Ту == St, " 
(2) А, —— Boy B, = — Аф, % 


Si soddisfa alle seconde ponendo (in modo per così dire re- 
ciproco di quello definito dalle (3) del precedente 8): 


(8 A= k(Su— Tpu) B=kT,— Spy) (k=cost) 


(*) Per qualche ulteriore proprietà di queste superficie ofr. Zonas «Ueber 
die Konstruetion der W  Kongruenxen » (Jahresbor. d. D. Math. Ver., tomo 
29, (1920) pag. 64). 
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Dalla №, = 24S e analoga per N, si trae 


(4) N = k(8? — T?) + h (h = cost.) 
donde 


S(Se, — To) 


B+B=2 (95 — TF così À analoga per т + T. 


Anche la seconda falda focale sarà una superficie di Ionas, 
cioò 


(B + B)dv -- (ү + {)йи 


sarà un differenziale esatto d(p -- ¢) soltanto se #= 0. In tal caso 
infatti 


- - To, — 28Т, 
p фе В 6 = 2р + 2 ау = 
A д DAS 
PEE Ra CN UB mI 


che insieme all'analoga per у 4 dà: 


аР T--S (ove non ha importanza 
(5) pros log 5 8 una costante additiva). 


Per trovare dunque le trasformazioni di Ionas basterà scrivere 
le (1), (3), pensate come equazioni che dànno le derivate prime 
delle S, 7 pensate come nuove incognite, le (1) e le (2) del 8 44 
destinate a darci le derivate prime di А, В, le (3) e le (4) del 
8 44 destinate a dare le derivate prime di A e le derivate seconde 
di р. La (4) ove sia posto = 0 è una condizione relativa ai valori 
iniziali. Per ogni valore di k esistono oo* congruenze che trasformano 
la data superficie di Ionas in altre superficie di Ionas. 

Siano ora due congruenze di Ionas aventi la stessa prima falda 
focale, e siano %,, 4;, B, ece. (i= 1, 2) i valori delle k, A, B... 
per le due congruenze. Sarà 


д 
Go (9188 — T, To) = S Ta Pa + Sa Tipo — Ta Ty — T, T, = 
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Bi B, О, Oy 


E 4, I Pi TR RE a Men акы А 
EX Te ka ^ 2k, T 2kg 
Da questa e dalla analoga in E si deduce : 
6 Bd mue SR AEE (H = cost.) 
(6) 172 1 ae ER 2k, ns J^ 


Perciò, per la © + Q = Ng, si trae: Se К, К, le oo?! su- 
perficie S44 del teorema- di permutabilità generale si deducono senza 
quadrature. 

Vediamo se tra esse vi è ancora una superficie di Ionas, 
о più precisamente se tra le congruenze che portano 5, od Sg in 
una delle Sja ve n'è ancora una dello stesso tipo delle precedenti. 
I corrispondenti valori delle N, S, 7' sono: 


, oQ f S , T 
(7) Ns veis , Sm PUE MAE ) аЙ е 
donde : ; 
N; Q N п/а 0 
8 soma? pie 2 
ОЖ а зом чийи eu, гра NA MN, 


che, a meno di un fattore costante, coincide con N; soltanto se €= 0. 
I teoremi di permutabilità, enunciati al precedente $, valgono 
dunque inalterati anche per le attuali trasformazioni. 


Tra le altre osserv. dello Ionas, per cui rinviamo il lettore 
alla Mem. originale, è specialmente notevole la seguente. Le equa- 
zioni S, = T8, Tu= ү sorgono dal problema di determinare i 
sistemi coniugati ad invarianti uguali; poiché le nostre superficie 
sono caratterizzate dall’ averne due armonici tra loro (du? + dv?— 0), 
ad essi corrispondono due soluzioni delle nostre equazioni, che si 
riconoscono facilmente essere le: 


= T == e? Bri Ten 79, 


Le corrispondenti congruenze W si determinano con quadra- 
. ture; e la loro seconda falda focale è ancora una superficie di 
Ionas. Lo Ionas ha anche studiato la composizione delle trasforma- 
zioni così definite con le precedenti. 


Amid Tee AE CENE V ITI REST "e ele M eo NOISE NE TERT! Дь ДЬ 


~ 
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$ 54. — Il teorema di Fubini 


per le trasformazioni delle superficie R. 


Per una congruenza K di Ionas è: 
(1) Ny + 24(w + 24р) —2B(p, + 2Врьз) = k(B* — А). 


Ora, conservati i valori di 0 , 6, y (soddisfacenti alla By = Yu), 
ma, sostituiti alle pa le pj = ри + Th (i=1, 2) si definisce 


una superficie S' proiettivamente applicabile su S, perchè, per la 

= "u , continuano a essere soddisfatte le condizioni d' integrabilità 
della teoria delle superficie. Deformando 8 in S', la congruenza К 
va in una congruenza K’ avente 8 per prima falda focale, che 
corrisponde agli stessi valori di А, В, р, А, ma per cui N hail 
valore 


(2) N'—2 + 2A(pu + 2Aph) — 2B(w + 2Bph). 


Ricordando i valori di pj, e di N, se ne deduce che N'= 0, 
cosicchè К’ ha una retta per seconda falda focale; e viceversa se 
K' è una congruenza avente 5' ed una retta per falde focali, la 
precedente congruenza K è di Ionas. Quindi: Tutte le congruenze 
К di Ionas aventi per falda focale una superficie S del tipo R ві 
ollengono costruendo le congruenze K' aventi per falde focali una su- 
perficie S' applicabile proiettivamente su‘S ed una retta qualunque r. 
Applicando S' su S, la K' diventa una congruenza К di Ionas; 
le oo* congruenze corrispondenti ad una stessa S' sono le oo* con- 
gruenze corrispondenti ad uno stesso valore della costante k. Anzi da 
questo teorema risulta senza calcoli evidente che è lecito porre 
М = k(B? — А?) 

Conosciuta una S' applicabile ви S, con sole derivazioni si cal- 
colano co* congruenze di Ionas, di cui S ed un’altra superficie 8 
del tipo R sono falde focali e altre co* congruenze dello stesso tipo 
per cui S' ed un'altra superficie S' del tipo R sono falde focali. 

Con le stesse notazioni una congruenza di Ionas avente 5 per 
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prima falda focale, alla quale corrisponda la costante %, diventa, 
quando S si deforma in S', una congruenza a cui corrisponde la 
costante b, — k. 


Una osservazione sulla teoria delle congruenze W. 


Bia ọ(u , v) == cost. 1 equaz. delle lineo Bdu — Ade = 0 inviluppate su S 
dalle sviluppabili di una congruenza W, Moltiplicando le 2,9, x, t per uno 


stesso fattore р (e quindi ag = e ‘por 9), il nuovo valore w di p sarà 
p—24 cs — 2B d che potremo in infiniti modi rendere nullo con oppor- 


tuna scelta della р. 
Be a^, è il corrispondente valore di @,g, sarà : 


(А а!) + (Bai) == 0. 
Perciò a^,,(Bdu — Adv) sarà un differenziale esatto; e quindi 


EO pa б 
rm dis 


con @(¢) funzione della ¢, variabile al variare della р. Sorivendo [ G(q)dq 


al posto di ¢, si potrebbe rendero G(g)=1. Le equaxioni cui soddisfano 
A, B diventano: 


Puu = 0u Qu + Bou , фи = Ou фо + ҮФи, 


che differiscono da quelle cui soddisfano le x, perchè manca il termine pu X. 

D'ora in poi sopprimeremo l'apice in а, 0", =0, Il problema di de- 
terminare le congruenze W di data falda focale 5 equivale pertanto al problema 
di normaro le coordinate di un punto di 5 in modo che anche queste equa» 
zioni ammettano una soluzione, È 

Se la congruenza è di Ionas, si può dai risultati precedenti dedurre che 
le coordinate dei punti di $ si possono normare in guisa che non solo sia sod- 
disfatta la precedente condizione, ma che in più pj, = Pes == cost, 


CarrroLo VI. 


INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*) 


$ 55. — Alcune considerazioni preliminari. 


Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso particolare di 
superficie rigate, ritorniamo ora alle ricerche generali. Al Cap. II 
abbiamo visto che, nella geometria proiettivo-differenziale di super- 
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di 
forme differenziali 

Е, = Da, du,du, , 
(1) 
F, = Xa, du, du, du, 
legate dalle relazioni di coniugio 
(2) Ax1@111+-24394119-4+-A20 t= A Ag 1-24 1941994 Aa 19390 , 


e determinate soltanto a meno di un fattore comune arbitrario. 
Ricordiamo del resto che (Cap. П, 8 15 D) supposto J 3:0, dove 


0113 “110 iga 
(3) Cima] Qira Giga Caga | i 
а Qia аш 


(*) I risultati di questo Capitolo sono stati esposti, per la prima volta, 
da Üech nella Memoria «Étude analytique de l'élément linéaire. projectif 
d'une surface »,. Publications de la Faculté des Sciences de l’ Université Ma- 
saryk, 1924, n. 36. 
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possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alle Fy, F} le 
forme normali a, Фа loro proporzionali per cui J = — 1. Appare 
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli 
seguenti, interrompere i nostri studi geometrici per dedurre parec- 
chie formole utili relative a tali coppie di forme. Z lettori che desi- 
derino arrivare al più presto alle applicazioni, possono omettere nella 
prima lettura i $$ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo 
la definizione di Ф, VW, W, Н, К, Ө, O’ al principio dei $$ 59 e 60. 
Avvertiamo pure che il lettore frettoloso può accontentarsi di veri- 
fieare le formole dei 88 56-58 in coordinate asintotiche il che si 
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi 
messe in carattere piccolo. Però lo studio delle dimostrazioni del 
testo appare utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai 
due Capitoli seguenti. 


Prima di tutto, spieghiamo il procedimento d elevazione degli 
indici di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al 
Cap. П $ 9, b,, un sistema covariante simmetrico a tre indici, 
Porremo 


bi, == E A bru ’ 

bP = ХА. = ХА, dub; 

bin — LA,b = D Air Ars Аб. 
" rst 


Il sistema bi" p. es. si dice controvariante negli indici è o % 
e covariante nell'indice ¢, Ciò vuol dire che, introducendo nuove 
variabili indipendenti w, v, esso si trasforma come il prodotto 
Û, du,du, , le f, essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si- 
stema covariante b,,, non fosse simmetrico, si può elevare un indice 
qualunque; soltanto occorre tener presente l'ordine degli indici. 
Si pone allora p. es. 


bi*, = LA An b, 3 


Ex m ЎА, Axu Б, , 
st 


TR чер үр M ч, 
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In virtù delle identità 


(4) LA,@, =e; ove e; =0, se rTs ‚ € = 1 8e r—6; ZAnGa=2 
i < T 


si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi bí, bf, 
b* a b, (abbassamento degli indici), Si trova cioè tosto 


Drs vec Xa,, bj, ч Уа, ау, b? "m. Xa, ша, p , 
Lj ik At 
ed anche 
bi, = Xa,b ecc. 
k 
Porremo anche frequentemente 
An = a"; 


e ciò non è che un caso particolare della notazione generale ora 
spiegata ; infatti si riconosce subito che 


o" = Da” a“ au. 
rs 
Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d’indicare, sotto il 
segno X, gli indici rispetto a cui si somma, tali indici essendo 
semplicemente sempre quelli che compaiono due volte, come indice 
superiore e come indice inferiore (*). 


8 56, — I differenziali coniugati. 


Il sistema covariante a, si è visto al Cap. П $ 9 aver l'im- 
portante proprietà che il suo sistema derivato covariante è identi- 
camente nullo, Vi è un altro sistema covariante che gode la me- 
desima proprietà. Posto infatti 


(1) 9,70, # = MA], 9% = A], 9% = 0, 


(*) L’ indice di un differenziale si deve riguardare come un indice superiore. 


M ХА 
AT. nc 
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è facile vedere che le 9,, formano un sistema impropriamente co- 
variante (cioè covariante per cambiamenti di variabili a Iacobiano 
positivo, cambiante di segno per quelle a Iacobiano negativo). Di più 


09, Jf ht at 
Du Gi Ehe) о E (y) ha 


si vede subito identicamente nullo, in virtù della formola 


Ә1овуА] = (Ч)+ RS 


ди; 1 


Mentre il sistema «,, è simmetrico, il sistema 4, è pseudosim- 


metrico, cioò d,, = — è. Ciò bisogna tener presente nei nostri 
calcoli. 
Qual’ о il sistema controvariante 0^ ? Essendo А = — s|A|, 


si calcola subito 


Du 900, tn — 
Eis ПАГ" А] 


09 а 0; 


anche il sistema è" è evidentemente pseudosimmetrico. 
Notiamo le identità analoghe alle (4) del $ 55 


9 49,- —X9^9,—X90^9,- 0 so Za, 
(2) = —e se k=8, 
LI dx, = — 26. 

Il sistema covariante ®,, si può generalizzare al caso di un 
numero qualunque » di variabili indipendenti ; ma nel caso attuale 
di n= 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso, 
cioò al concetto di differenziali coniugati che ci riesce opportuno 


per semplificare diversi calcoli. I differenziali du; formando un 
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni 


(3) Du, = X9* a, du, . 
Si ha anche ' 
(3) bis Du, = La" 9,, du, ; 


Moor € MENOS NNI Y ьн RR 


2674 د 


il o 
са 
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infatti 
(4) 39" a = Xa", 


essendo 
У ^а, = X9, a^a a = Ў, а. 
Scrivendo per disteso, abbiamo 


Du= — — (aj du + а dv) , 


VIAL 


(a, du + а dv). 


(3) tor 
Е 


VIA] 


Si vede subito che, se P, = 0 definisce le asintotiche di una 
superficie, la direzione corrispondente a Du, è coniugata a quella 
corrispondente a du,; perciò appunto chiamiamo i Du, i differen- 
ziali coniugati. Da ciò si prevede che si può, a meno di un fattore, 
scambiare d e D nelle (3); precisamente si trova osservando le (2) 


EO” a,, Du, = X 9 a, a? 9,, du, = X9 9,, du, = edu, 
sicchè 
(3) quater du, = Ў да, Du, = s Da” è,, Du, . 


Dal significato geometrico dei differenziali coniugati risulta 
subito senza calcolo che la forma F, si moltiplica soltanto per un 
fattore finito, se vi sostituiamo i Du, al posto dei ди,, e lo stesso 
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque 
coniugata ad Fy. Precisamente valgono le 


(5) Уа, Du, Du, = — $Fs, 
(6) Xb, Du, Du, = € X bps du, du, , se 2A, bi = 0. 


Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che 


Eb, Duy Du, = a brs dux du, 


€ vogliamo determinare il fattore œ. Sostituendo qui 


duy -+ A Du, 


citi 
«cf ЧА TO EG 


Pad. Ma 


GA VAS а 


* 


т eat “а^ 67 


ЗАРЕ 


RE 


" 
S 


$ 


ОЕ Ма Pe rwr ые соу 


Lie si 
Ж 
p 


E aca o TOO TT Чч е! 
С р х, 


um UEM 
E EH Y 


ww Oi, 
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a du, e quindi [come risulta dal confronto di (3) e (3) quater] 
Duy + edur 
a Du, e confrontando i coefficienti di А, risulta 


Eb, аи, Du, = e t bn, Duy du, 


sicchè, essondo brs = bsx , eu == 1, e. d. d, (*) Per dimostrare la (5) si noti che 


(5) bis К„:==— МА (du Dv — dv Du) 
ossia : 
(5) ter Б = — e D Yin би; Du. 


come risulta subito p. es. dalle (8)ter. Ora, sostituendo Dzi а du; о quindi 
edu, a Du; , la (5) vis mostra che 27, si moltiplica per — e, il che appunto 
è affermato dalla (5). 


Introduciamo ancora una notazione, che ci sarà comoda qualche 
volta. Se ¢ è una funzione qualunque di ш, v, si scrive: 


dp = фүйи + gadv; 
e noi scriveremo analogamente qualche volta 


(7) Рә = p, Du + pa Dv. 


§ 57. — La forma differenziale Fg’. 
A) Definizione di Fy’. 


Noi porremo [cfr. le (3) w del $ 56] 
(1) Fi = Xa du, du, Du, = 


e | adu +a аи? + 20,19 dudv + وو‎ dv? | 
VIA] | a,gdu+aggdv ади? + 22455 dudv + ووو‎ dv? 


(*) Si noti che il ragionamento non si applica se бл, = ars, essendo 
identicamente Za, dux Du, = 0. 


dvi iti e O TEES 


uos оа EE 
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e indicheremo con bys il sistema simmetrico dei coefficienti della . 
forma impropriamente intrinseca Fi. La forma Р; è, come la Fs, 
coniugata ad F, cioó valgono le 


(2) LAnbia = Za" br = 0. 

Le b,, sono date dalle 

(3) бы = E Gu Ms; 

ed inversamente valgono le 

(8) ы, а = EX Du dh. 

Di più si hanno formole simili 

(3) ur bj, = Уфа, 

(8) тане aj, = $29" b,,. А 
Accanto alla (1) possiamo scrivere anche 

(Dui, Ез = Хаз, du, Du, Du, , | 

(a FQ = € È apu Du, Du, Du,. 


La (1),, mostra che l'equazione Е; = 0 definisce le tangenti 
di Segre. Tutte le formole precedenti si verificano subito in coor- 
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante calcoli diretti, 


Essendo [efr. le (3) ms del $ 56] 
У амр duy du, Duy = Xay pa?! 9; du, du, du, = У и als duy du, du, , 


per dimostrare le (3) basta provare che, se si definiscono le brs: dalle (8), 
esse formano un sistema simmetrico, Ora è evidentemente б = Рака, Sicchò 
basta provare che бла == Orts, ossia che база — баз = 0, oppure che 


Dobra =0. \ 3 
Ora [ofr. le (2) del $ 56] 


X95 y, == X9 94 aj, == AH Jua амн = — Lat ам —0. 


Ртг 
Ч 777 


[C PIT 


En اور‎ 


АА VP O TA, 
" А 
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Da (3) si deduce poi [efr. le (4) del $ 56 e le 9 = — da] 
bis = Ха ahi, — 295 Api ai, = 59“ Aksis 


cioè le (3)ter. E lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (8) bis, 
(3) quater © (2). Per dimostrare le (1) pis е (1) wr basta osservare che è per lo 
relazioni di coniugio e per la (6) del $ 56 


Уак Duy Du, = € X arst duy du, . 


B) Aleune identità notevoli. 


Noi sappiamo (Cap. П $ 12) che la forma F, è proporzionale 
all’ Hessiano della forma Fg ; la seconda espressione (1) di F4 prova 
pertanto che la forma F4 è proporzionale al covariante cubico di Р,. 
Esiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra Fi, Ff, F3, 
e precisamente 


(4) 8j — «Fe + Jr 0. 
In particolare, usando le forme normali gg = — JF}, Ф == 
= — JF, pa = — JFs, essa diventa 
° Li 1 
(4) bis р — еф — —gi=0. 


La teoria dei covarianti di una forma cubica binaria conduce 
anche ad altre formole importanti, Infatti le forme F, e F4 essendo 
proporzionali a forme covarianti di F4, evidentemente anche le 
forme 


La ans du dus, Lblby,du,du,, Уа, ди, аи, 


sono proporzionali a forme covarianti di Fg. Ora, come è noto, l'unica 
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria è il 
suo Hessiano, sicchè le forme sopra scritte sono nulle oppure sono 
proporzionali a Fs. Più precisamente, noi dimostreremo le formole 
importanti 

(5) Xa? ащы = Tan, 


(5) us XU b, = еЈа,, Й 


(emo m 
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(5) er La бу, == ddu. E 

Per provare lo (5), occorre dimostrare anzitutto le formole i 
(6) Уа am = — 9J, L 
(6) ws Xj ba, == 867, ; 
(6) tor Dah ba, = Lam bU = 0. | 


Dalla (3) del 8 55 segue subito 


Je E == (апаке — апа анз + аз аки) = 
e 
PURUS + 3 9P 91 a^ quu. ахы = — + DPPH Qus ай 
EO facendo uso di (8) ter 
J= — PE X95 bi, ара. 


Da questo si passa subito a (6) e (6) pis: a (6) facendo uso della (8) quater , а 41 
(6) vis facondo uso della (3) о». In quanto alla (6) tor , da (8) si ha 


Xa bint = PELI ач ali , м 


e il secondo membro, cambiando di segno во si scambiano gli indici 7 e v, 
svanisce identicamente,. 
Ciò premesso, osserviamo che i sistemi covarianti 


За шы, DI bm, DU bind J 


а Ict} 


sono simmetrici (*). Pertanto, ricordando l’ osservazione fatta sull’ Hossiano di 
una forma cubica binaria, risulta che si possono trovare « , В e y tali che sia 


x at Cins == % + rs; 
x bj, = Beart, 
Ха bus 4 Ја = Yrs 


(*) Ciò è evidente per i primi due, ma vale anche per il terzo. Infatti 
[efr, (3) quator е (6) del § 57 e (2) del $ 56] 
(Ха? dina + Гуз) — Lat dm + J gı) = 


= «хоч (за b, + J Fre) == — аА (867—287) =0. 
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Ora moltiplicando le preoedenti per a"* e sommando, si trova 
Qa = Dall qu, 4 
28 = DOM bine 
2y = Za DW ^ 


e basta osservare le (6) per arrivare alle (5). 
Passiamo alla dimostrazione di (4). Dalle (1) e (1) ыз si deduce 


в? — Fy? == а hu duy ащ , Dans du, Du, Du, — 
— X tin dui duy Duy . Ў ани dun du, Du, 
== Bat rst du, duy dur Du, (du, Du, — du, Dui ) 


= — e [|4| DO ама du; duy du, Du, . (du Dv — dv Du) 
e per la (5) s del 8 56 


eV — Py? = Py DOH ag аы du; du, du; Dui 


o, scambiando gli indici û od r, Æ o t, Го s, ossendo 99^ = — 9^ 
o Ft Fy = Û Py OF ag ara dui du; (ди, Du, — du, Du ) 
= 3 Var xos 9м aut ara dus dup (du Do — dv Du). 
Applicando nuovamente la (5) pis del 8 56 si deduce ; E 
eg — Eo Je PAY ON амр adu; di, , 


ed osservando la (8) ter 


: 


1) 


hi y 
t 


= + Ру 29% biy аа du duy , 
indi per la (3) quater j 
= 5 Fg Ха! аа du du, , 


e finalmente рег le (5) 


є Е — Ку? = — PEL Jar du du,  — 5 


ТЕЗ, c. d. d. 


LO. 


+ 


lar è я 
БЕ 
е 


à 


i i БРА 


L 
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$ 58, — La forma differenziale X p, ащ. 


A) Definizione delle y; . 


Dimostreremo in questo 8 che il sistema covariante a,,,, dori- 
vato del sistema covariante «,, può sostituirsi con un sistema co- 
variante ф, ad un sol indice. Tale fatto è importantissimo, perchè, 
come vedremo anche nei futuri Capitoli, ciò permette di dare ai 
calcoli di geometria proiettivo-differenziale delle superficie grande 
semplicità ed eleganza. Però le formole che andiamo a dimostrare 
non hanno senso se J = 0. Supponiamo quindi in tutto il S attuale 
J 3:0, sicchè le nostre formole non si applicano a superficie rigate. 
Osserviamo dapprima che le forme Fa e F sono linearmente indi- 
pendenti (*) ; se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad F, 
ò combinazione lineare di №, e F. Ora tali sono le forme 
La, du, du, du, (i = 1, 2); infatti, derivando covariantemente le 
Daaa = 0 si trova Xa"a,,, = 0. Ne segue tosto che si possono 
trovare due sistemi covarianti «, e В, ad un sol indice tali che sia 


(а) айың == Oi rst + Bi bsi . 


Ora è facile vedere che a, = i ка (**); noi porremo 


(*) Infatti, so fosso brst = «ани, Sarebbe 
Db" bru = o Db" ara, ossia Je=0 
per le (6) vis © (6) ter del $ 57. 


(**) Infatti, derivando covariantemente la (6) del 8 57, si deduce 


Ji= — + X(a^" а?! aat арра drat hi = 


L 
—— 4 Xa an aat (акр йкы + Arpa riti) = 


=— Xa ar ad Gkpq Arsti = — Za"! ayuu. 


Moltiplicando la (a) con a** e sommando, si ottiene pertanto, osservando 
anche le (6) ө (0) ы, del 8 57, — Ji = — 2J a; , c. d.d. 


Fun: ө (кон, Lexiont di Geometria protettivo-differenxiale. 20 


E24 ATTI DITO Р ОЧА СРР SITI IT Vi RT O ТҮРҮҮ ЭТИРЕ НЫН 


1 
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= elah" (*), 


LX 
(1) Oggi == 97 "uu T edu g". dai А 


Accanto alla (1), vale la formola analoga 


1 4J s 
(1) bis brsti —— + brs T E, Q^ + Arg + 
) 2 J 


Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante- 
mente la (3) del $ 57, e osservando che le derivate covarianti di 4, 
sono nulle. 

La forma differenziale Ў pidu, è evidentemente intrinseca; ma 
essa non è invariante. È invece intrinseca ed invariante la forma 
(2) Dj du س‎ 


ma è inutile confermarlo con calcolo, perchè ci arriveremo in modo 
indiretto al Cap. IX 8 76 dove vedremo anche il significato geo- 
metrico delle direzioni definite dall'annullarsi di tale forma. 


В) Relazioni con le pri — Ips. 


Il sistema covariante «,,, appare nella formola (13) Cap. II, 
$ 14 B), Usando i differenziali coniugati essa si serive 


TER 
P — П = — E (aoe — dan) du; Du, 


Via] 


ossia 
(3) Р — П = — 60" бок du; Du, 


(*) La ragione perchè prendiamo le ps e non le fi come quantità fon- 
damentali, sta nel fatto che lo p; dipendono razionalmente dai coofticienti di 
F, e F, е dalle loro derivate, come si verifica facilmente, 
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Sostituendovi a Du, i valori (3), si trova tenendo conto suc- 
cessivamente delle (3) «r, e (3) quater del 8 57 


P — П = — eD O FP dinya а, du, du, = 
= — ED O" b, 2,0, du; du, = — Xa, ай, du, du, = 
= — Xa, du, du, = X (Dig — Ta) du du, , t 
о ciò può scriversi 


(3) bis Pa — Ta == — Dani, (*). 


Se J +0, possiamo usare la formola (1) che dà 


У 1 Ј, r r 
Danir mE СЕ У dn T e um din 


1 " Ji r ~ ' D 
= DR à а Jd- уф! а [ofr. $ 51, (3) vis] 
sicchò, se J +0, 
N Rs emt! А 
(3) tor pa — Ta = — Ў (= чү + v) Gi, 


8 59. — Gli invarianti del primo ordine 


dell' elemento lineare proiettivo. 


A) Definizione, 


In tutto il resto del Capitolo faremo uso di coordinate normali 
(J =: 1) (5. 


(*) Si ricordi che 
Sante Ll ZA. Üjksr « 


(**) Le formole che andremo a dedurre si generalizzano senza difficoltà 
al caso di J qualunque, ma ciò ha poco interesse, 


5 
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Porremo 
Ф = Da” pi 9, = Ban yy = 4,4, 
(1) Pa Ха фф, pi = Хан 9 9 Yt, 
V" — Бф pr 9, = Ўро фф" V. 
Le quantità Ф, V', V" hanno evidentemente significato intrin- 


seco ed invariante (*). Essi sono del resto gl'invarianti più sem- 
plici dell’ elemento lineare proiettivo ; vale infatti il teorema che 


ci accontentiamo d’ enunciare, che ogni invariante (assoluto) di - 
2 


che contiene soltanto derivate prime dei coefficienti di pẹ e 4g è 
funzione razionale di Ф, W e Ч”, Essi sono legati dall'identità 


(2) wil. i di (n) 


B) Alcune identità nel caso Ф 0, 


Le forme differenziali lineari 
Xy; du, 3 Уф, Du, кз 2$, 9" du, Й 
У dosi ф" "ل‎ du; 4 У; | ф' ل‎ Du, = X bisi ф" ф' du, 


sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche) 
ed invarianti. Se Ф 20 le forme Xg, du, 24, Du, sono linear- 


mente indipendenti e viceversa (***); in tal caso pertanto le altre 
due sono combinazioni lineari di esse; precisamente valgono le 


(*) Si tenga presente che esse s'intendono calcolate in coordinate nor- 
mali e cho Ч” è soltanto impropriamente intrinseco, 

(**) Ciò si vede subito, sostituendo ф! а dw, nell identità (4) pis del $ 57. 

(***) Infatti 


ф 29,; q^ 


da Dospel ela zoo фе фи А хф v — lato 


А 
Ur 


"e o 


pum 
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M y" 
Lain ф"ф' du, = Фф У ф, du, + Е Фф 2% Ри, 


Sh y" y 
La, YT y' Du, = d D pidu; | ry Уф, Du. 


Infatti, noi sappiamo che si possono determinare « e f in modo che sia 
Laine" Y dui = a Xyp dui A- BIY Dui. 

Sostituendovi Du ¢ al posto di du; e quindi edu ¢ al posto di Du si ottiene 
Уак ф" d' Dui = eB DY dui + «Уфу Dui. 


Nelle duo equazioni poniamo ф* al posto di dw; o quindi X9j,q" al 
posto di Dus. Si ottiene, tenendo conto delle (1) 8 59 o delle (3) $ 57, 


ү=4аФ , =D, 


da cui si hanno le (3). 


0) Altre identità. 


Dimostreremo subito che i quattro sistemi controvarianti a 
due indici 


(4) dat, Bath, XU", 


sono linearmente indipendenti se Ф 3 0. Ne segue che, sotto lipos ` 


tesi Ф20, ogni sistema controvariante a due indici è combina- 
zione lineare dei sistemi (4), Ciò vale in particolare per ф' du, , 
Va" 9, 9, du, , X0 è, Û, du. Precisamente proveremo che 


i (1 ih V У „іл Фа WAL y 
фаш, = pr + pis do, — e pa ^ Û, У pidu; + 


(5) | 
1 ik y” ihr V WALD 
Ft ЗИ e RN: 


> 

"2 
f 
{ 
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2o due (— p Y + چ‎ 0841 Хам v. totu + 


(5) bia 


Ф IW. 1 
+ ‹(— eps T эф a gy Dp) 36 Du, 


r " 
yp ф, pe du, а (- 3 IU + E t a^ Jl: = ур" v). du; + 


(5) tor i a i 
da چ‎ is i gg ione) By, Du. 


Dimostriamo dapprima che i sistemi controvarianti (4) sono linearmente 

indipendenti. Se 
eo M^ + e а!" + сЗа" pr + oz Db r r = 0, 
scambiando # con % e sottraendo si ricava e, == 0. 

Moltiplicando con сл e sommando risulta ancho e, = 0 per le solito ro- 
lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con аф, oppure con dix y, o tenendo 
conto delle identità (5) del $ 57 si ottiene 

€;0-2—0. , 0,0 == 0. 
Quindi e, = e, == e, = e, = 0, c. 4, d. Pertanto si può porre 
фе duy = &,99 + оа 4 a, Xa! Yr + ag Eb!" d, 
Жа"! n ps duy = f, 99 + Ва + f Ba ф, + Ba 204", 
Ж! dr ps duy = ууф! + уа + v, Dam dr + va Xon Yr . 


Per determinare i coefficienti, moltiplichiamo le precedenti equazioni por 


Bin, Qin, Lah Yi, Dbh, ф e sommiamo rispetto a о Æ. Moltiplicando per Pin, 
osservando che $4 -+ Pr = 0 e tenendo conto delle (3) e (3) pis del § 57 si trova 


Уф; Du; = — 2e wg, Lbruy" ф' du = — 288, , Хаф" q* ащ = — 2Y.. 
Moltiplicando per «y , si trova per le relazioni di coniugio 


Уф; du, = 22, , Хаф" d! dui = 98, , Dorah" ф# du; = дү,. 


Moltiplicando per Ха! фу е tenendo conto delle (5), (5) ws е (5) ter del 8 57 
dove nel caso attuale J == — 1, si trova 


Zara q* du = о Ф, 
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Dari а, Pr a m duy, = B. Ф 
Xbr* ай, Yr di 9i duy = y, Ф. 


Similmente si trova moltiplicando per X55 di 


Уфф" [nd dui = — вш DP, 
Жа” bj, e dpi pi duy == — ВФ, 
nG Xin bin Yr ds di duy = — eyg V 


Le espressioni così trovate di fs , Ba , Ye, Ya Si possono semplificare. Infatti, 
esse si possono sorivere evidentemente 


J airs ai YT 9* 4! du, =D, 
Laura ba $^ ф* 4 duy == — в Ф, 
DIN ф" фи q! du, = yo 
Dina ba ^ фи фи du, = — eya D, 


D'altra parte, sostituendo nelle (3) (*) Зац фі du, al posto di du; , sì 
trova per le (3) stesso, osservando anche l'identità (2) 


B, d = + (Y X afi pi фі dun + eW Idak ф" ф du, ) 
(Ч X aj, d^ ф* dui — eW X bis. dn ШЫ du, ) =з 
yp; du, , 
v9 0 — T (WE tirs h" фи dui — VE bimp" 4' dui ) = 
1 
= —  DIp Dus. 


Similmente, sostituondo nelle (8) Xil 1 du, al posto di du; , si trova - 


— ВФ = Uber фе du, — W'Xaj ф" dq! du; ) = 


EL Hv 


(*) Si pensi scritto X 9,4" du; al posto di Eq; Dui . 


muri. 
‚Мз de VIA 
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— Ya = ib dui .— 8 Zap d" 9* ащ ) = 


=—-у Ф®ф4ш. 


g Sostituendo i valori trovati di «o, ... уз е facendo uso delle (3) si otten- 
ВЕ: : gono finalmente le formole che volevamo dimostrare. 
i 3 
Mi ; D) П саво Ф = 0, v 1:0. 
D 
Ар. Le formole (3) е (5) non hanno senso se Ф == 0. Se non sol- 
Y tanto D=0, ma anche Y=0 (*), i primi membri di esse svanisco- 
E. no identicamente. Supponiamo pertanto che sia «P —0, ma 20 (99). 
A | Si dimostrano facilmente le formole 
х hs (6) УӘ, = оф, Fao, =l, 
CON se Ф = 0. 
i. Б Infatti, essendo Ф = 4,4! + pep? = 0, esiste una quantità w tale che 
&, ПАФ = оф, ПА = — оф, 
к. ossia Emig == o d, . Se ne deduce 
NS Li W = boa gi eg Ly = w Хад фе фф = ош, 
К. D’ altra parte la (2) si riduce а W? — е W? = 0, sicchè s = 1, о? — 1, 
Dp e, d. а. 
8 Nel caso ora considerato, le forme 
E La Dy dui, Lam ' du, 
+ 
E, sono linearmente indipendenti (***), e le formole (8) vanno sostituite 
k 
E: (f) E quindi, come si vede subito, фу = p = 0. 
F? . (**) Tale caso si può presentare nel campo reale soltanto se s = 1. 
D Уа" Ф" Фф 
i dope 1 = ák т 6 
3 basi BE кзы Па zo di аы фф 


=Ma w=- дт 20. 


"РА. PO Mg CU MES AS PADRI Жыз Pr SEG IE Ee dut де 
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con le 
Уф, Du, = — o Xh; du, , 
L УЬ, Y” d'du= oXa,, 4" ф' ащ, se Ф =0, 
che si dimostrano subito osservando la prima delle (6). 
Continuando a supporre Ф = 0, Y 50, dimostriamo subito 


che i sistemi contravarianti a due indici 
ik ih th i u^ 
9^, a^, Xa'"$,, фф 


sono linearmente indipendenti, sicchè ogni sistema contravariante a 
due indici ne è combinazione lineare. 
In particolare valgono le formole 


€ Vac (ае оп) Bgdu SE 


Lam y ф' ащ, 
(8) ы, Xa!" p, p, du, = Уа 4, . DY, du, + 
1 ` 3 
T (- * 9^ + 34" | Xa, YT ф' du, , 


che sostituiscono le (5), (5), e (5) wr (*) nel caso attualmente con- 
siderato. 


Per dimostrare l' indipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra 
enumerati supponiamo che valga un’ identità della forma 


COP | eath + сЗа" pn + сф d^ = 0, 


e dimostriamo che à e == e, == с, = с, = 0, Scambiando # con X e sottraendo, 
risulta e, = 0. Moltiplicando per а e sommando si ottiene 


9e, + c, = 20 — 0). 
Moltiplicando per p: dx e sommando si ha 
o V + c4 0? — e, = 0, 
sicchè e, = 0 e quindi anche eg = 0, c. d. d. 


(*) È evidentemente Xb" jr ps du, = w Хайф. ф, du; . 


è 


А 


Кэл 


СР date СК ы Ыы 


"ET TS ME 


a*isa. 445 * dA a 
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Possiamo pertanto porre 
фі duy = wo 9 | aq at + ag X an d, + оз p! q^, 
Daly, ps duy = 6,9% + 8, a^^ + fa Da dr + Ba pt 4^ . 


Moltiplicando per $, e sommando si trova subito (si tenga presente che 
ẹ¢= 1) 


w=- 2 du, fo— Sg Da y du . 


Moltiplicando per а e sommando, si ottiene pure subito (essendo 
Xa df ф® == Ф = 0) 


Lpidu=2a,, Dairy" pê du = 9, . 


Moltiplicando per d; фл e sommando si ottiene, osservando che Xd, qf == 
= 0, 
ag W—0, FEY du = VT fe. 


Infine moltiplicando per X aieh’ e sommando si ha, osservando che «s = 0, 
Lain yy du = «3 W, 
Lats ара pr ps d! duy = Ba Z а" а, Yr y! + fs V. 

Ora la (5) del $ 57 dimostra che , 


Xa" ам r Y! = Ха ам yy = Dany" = Ф 0, 
sicchè risulterà fa = 0 se ci riesce di provare che 
Data ари 9^ 9 Ф dug = 0, 


e le formole (8) e (8) vis saranno dimostrate. 
Ora ciò segue immediatamente dalla formola generale 


(9) 2l as 9 YP du, = — -E 939i dui 


e dalla nostra ipotesi Ф — 0. La formola (9) è stata dimostrata a pag. 811, 
sotto l’ ipotesi Ф 20, ma essa evidentemente non può cessare d' esser valida 


se Ф = 0. 
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$ 60. — Invarianti del secondo ordine 


dell’ elemento lineare proiettivo. 


A) Definizione. 


Oltre gli invarianti Ф, W e Ч” studiati al $ precedente, ci 
sarà utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono 
anche dalle derivate seconde dei coefficienti dell’ elemento lineare 
proiettivo. Essi sono (le Q, sono naturalmente le derivate cova- 
rianti di %,) 


puo ea 


amar [ae (A+ 


UA], 


pit et. и COM 
(1) ноч, = Tr (E — у)! 


Ө Хач dd, , O= Xi" dd. 


Osserviamo che Н e Ө' sono soltanto impropriamente intrin- 
seche, La quantità К non è che la curvatura della forma фу; ciò si 
vede facilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**), La H = 0 
è lu condizione che caratterizza uuu superficie isolermo-asintotica, 


B) M caso Ф 1 0. 


Supponiamo ora Ф 20, Allora ogni forma lineare in du, dv 


1 


Var 
stra nel calcolo assoluto al solito supponendo che Xd, dw; sia un differenziale 
esatto; ma la dimostrazione (v. p. es, Brawour, Lexioni di geometria differen- 
^iale, vol, I, 3* ed., p. 85) vale in generale. 

(**) Ci torneremo al Cap. IX. 


(*) L'identità Xar! yn = -9 (arg) + E (VIAL 4) si dimo- 
du 


"E (EE 


ty 


Eua Fer ry ri 


+ 


ле» LI 
ue є 


a. di 
wy 


& kaa gl edi tit ai 


- Д 
Lj 


е ее E 


ЛИТЕ 


E T MERO Mia 7 


AW NE . “Ж 


„= 


"NT 
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si può esprimere come combinazione lineare di Xj, du; e Xx, Du, (*). 
Ciò vale in particolare per i differenziali db, dW, dW’, Precisa- 
mente si hanno le formole 


4Ф= (— sK + 2 OTO |a, + 
(2) 
te-a +з uu) уды, 
3e WH 9 YK 3 
(2) vis 


ac E TEEN NR. 8 
ure qp opu клы 


CA i Bel AE S EA T Cs 
arl OT atta e заш 


Зе WH 9 YK 3 
«c с 


ART AA 


3 $ UE ө) Ly, Du,. 


Le identità dedotte al 8 precedente forniscono una facile dimostrazione 
delle formole precedenti. 
Infatti 


аФ = dLa фи Yr = Ха qu Yr du, == 2a 9! dui . 


Sostituendovi i valori (5) del § 59 per y' du, ed osservando le (1) si ricava 
subito la formola (2). Similmente 


dUu=dLa"!p d; = Dart, de Ф, di dun + З La" d, d, ф du, , 
ач'= d Lbr y, q, di = bri, Ue d, d, di, + BEL" d, d, ф duy. 


Ora dalle (1) e (1) vis del 8 58 si ha, essendo J= — 1, 


ar, = aX Yt dA, 


bi = Xt vant, 


(*) Cfr. 8 59, pag. 308. 


OPES HU MOT RIT IM C SORRIDI MIRA HR TTI ROTTI ROTTO SINIT ARTO 


Fat 
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cosicchè 
ат = e X 9m pt dun. DO" r pa di + За"! pr d, di duy = 


=— sV I gp Du, + 32 apps pir duy , 
dy'— — UN) Du; -- 3X bri фф, di dta. 
Sostituendovi a La", du, о Xr qd, duy i valori (5) bis е (5) ter 
del 8 59, ed osservando le (1) si ottengono le formole (2) bis © (2) ter. 


C) Il caso Ф = 0. 


Se Ф = V = 0, è naturalmente d ® = dY=dY"= 0. Se Ф = 0, 
ma vZo, òè V'— oW, (0 = + 1), come sappiamo dal $ 59 (pag. 


312); e si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche 
la prima delle 


a (3) 
| Н =30К; se ®=0, 


б la seconda identità sarà dimostrata fra poco. La formola (2) n va 
sostituita con la 


(4) dW = (V | 39) E p, du, — 9Ka,, Y" Y" du 
(se Ф = 0). 


Per dimostrare la seconda delle (8) osserviamo che, nelle nostre ipotesi, 
0 == d = IDa" qu Yr du, = 2 Уфу d! dui. 
Sostituendovi il valore di pf dw, dato nella (8) del $ 59, risulta 


(wH — BK) 34i du, + 35% УЕ халаф" ф ащ ==0. 


Ora le forme differenziali Уф; du; © Laws 9" ф* dus sono linearmente in- 
dipendenti (*), Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la E qf ф® pin = 0 (**). 


(*) Сїт. 8 59, pag. 812. 
(*)8 920, è zy a = — S IC POTITO. тиң, so- 


W 
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E similmente si dimostra la (4). Infatti, è, come a pag. 817, essendo qui e= 1, 


Ч” = ө, 


dY = — oU Ip; Du +- 8Za'*f pn d, di du. 


Sostituendovi il valore di Za" pn p, dux dato nella (8) vis del 8 59, ed 
osservando la (1) del $ 60 e la prima delle (7) del $ 59 si trova la formola 
cercata (4), 


D) П caso delle Ф e V costanti. 


Come prima applicazione delle formole del presente 8 dimo- 
streremo che: Se Ф e У sono costanti, è 


3 1 


(5) А 
Өм, Ves 


Viceversa se valgono le (5), Ф е W sono costanti (*). 


Infatti, se Ф = Y = 0, è jı = фо = 0, e quindi por le (1) anche 77 = 
= K = Ө = Ө'=— 0. Se Ф = 0, ¥ = costante 2 0, la (4) dà, le forme Xp du; 
e Хад ф" ф" essendo indipendenti, 


e=-+-%, K=0, 


o basta ricordare le (8) e la W= wW per vedere l'esattezza delle (5). Se in- 


fine d b = dY = 0, ma Ф zo le formo Xd; du, e 24; Du, essendo indipen- 


denti, le (5) si deducono tosto dalle (2) e (2) vis. E in modo perfettamente 
analogo si dimostra la proposizione inversa. 


stituendo 4* a Фик e quindi zero a Xd; Du; = 29,4" du; nella formola (5) 
del 8 59, si trova 


ф* po da + Long, эш бу 20% 4, 4 


Moltiplicando per фух e osservando le (1) si giunge subito alla formola 
che si voleva dedurre, 

(*) Vedremo più tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che 
ammettono со? deformazioni proiettive in sé. 
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8 61. — Il primo problema dell’applicabilità proiettiva. 


A) Preliminari. 


Il problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle 
ricerche dei $$ precedenti, si enuncia: Dati due elementi lineari 
proiettivi, riconoscere se è possibile trasformare l'uno nell altro cam- 
biando opportunamente le variabili indipendenti e, nel caso afferma- 
tivo, determinare tutte quelle trasformazioni. 

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva- 
mente a due superficie date, tal problema è equivalente all'altro 
di riconoscere se le due superficie sono proiettivamente applicabili 
e, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che 
realizzano 1’ applicabilità (*). Noi possiamo senz’ altro escludere il 
caso J= 0 esaurientemente trattato al Cap. IV 8 40, e far uso di 
forme normali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo 


elemento lineare A e per l’altro f* faremo uso di notazioni 
2 


Pa 
analoghe dotate di un soprassegno. Il nostro problema è stato riso- 
luto, per la prima volta, dal Carran, nella Memoria Sur la défor- 
mation projective des surfaces, Annales de l’ École Normale, (3) 37, 
1920, pagg. 259-356 (efr. pagg. 307-311). Il metodo di Cartan 
suppone risoluta l’ equazione cubica a= 0. Noi non faremo uso 


di nessuna irrazionalità oltre la solita JA |. 


B) Condizioni necessarie, 


Supponiamo dapprima che esistano due invarianti (propri o 
impropri) P e Q del primo elemento lineare proiettivo (**) le quali 


(*) Ciò è stato dimostrato al Cap. II, $ 20 А), Il problema si può chia- 
mare il primo problema dell’ applicabilità protettiva, analogamente alla lo- 
cuzione usata dal Bianchi nel caso metrico. 

(**) Cioè quantità intrinseche o impropriamente intrinseche, che dipendono 
soltanto dai coefficienti di 4g e p e dalle loro derivate, 


AA de 
5 h 
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siano funzioni indipendenti di ш, v cioè tali che 


Allora anche P e Q devono essere funzioni indipendenti di ш, 

Poniamo т = 1 oppure т = — 1 secondo che P è invariante 
proprio о improprio, e similmente n= 1 oppure 7, = — 1 secondo 
il comportamento di Q. La trasformazione cercata, se esiste, è evi- 
dentemente tale chè sono soddisfatte le 


(1) P=a,P , Q—2Q, 


dove a, = 1 se = 1, e a= + 1 se i= — 1. Un primo passo 
nella risoluzione del nostro problema sarà pertanto di esaminare se 
le (1) si possono risolvere rispetto a u , v. Se così non $, il pro- 
blema è subito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo, 
affinchè un sistema di soluzioni possa fornirci la trasformazione 
cercata, è evidentemente necessario che, se т == — 1, il segno a, sia 
quello dello Iacobiano di u, v rispetto a ш, v. Per brevità di- 
eiamo soluzioni proprie di (1) quelle che soddisfano n questa con- 
dizione relativa ai segni (*). 


C) Condizioni sufficienti, 


Scelti gli invarianti P e Q comunque, purchè funzioni indi- 
pendenti di u e v, l'esistenza di una soluzione propria delle (1) è 
soltanto una condizione necessaria per la trasformabilità di з: Pi 
in $5: Pa: 

Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si 
possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua- 
lunque P e Q, degli invarianti nuovi. Infatti, posto 


A(P,Q)=Xa*P,Q,, A(P,P)=A(P) 
E(P,Q) = Za"P,P,Q,, E(P, P)-- E(P), 


(*) Ве mn = 7, = 1, (e quindi а, =, = 1) ogni soluzione di (1) è pro- 
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse. 


- 
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sono invarianti nuovi le espressioni (*) 
A(P), A(P,Q), A(Q), 


(3) 
E(P), E(P,Q), E(Q, P), E(Q). 


Ora possiamo enunciare il teorema: Se P e Q sono due inva- 
таті di Фа: pa che siano funzioni indipendenti di u e у, condizioni 
necessarie e sufficienti affinchè p, : pa sia trasformabile in s : Pa sono 

1° che esista qualche soluzione propria (**) 


(4) u= U(u, v), у= V(u, v) 
delle (1); | 
2° che le equazioni 
A(P)=A(P), A(P, 9) — am A(P, Q) 


I) = A(Q) , E(B) = a E(P), 
(4) bis 


Е(Р, 9) = ay E(P, Q), E(Q, P)=a,E(Q, P). 
E (Q) = а E (Q) (*™). 


siano conseguenza delle (4). Le trasformazioni di фа: 9, in фу: p, 


(*) Esso son legate dalle identità facilmente dimostrabili : 
A (Q) E (P) — 2A(P, Q)E(P,0) + A(P)E(Q,P)=0, 
A (Q) E(P, Q) — 24 (P, QE(Q, P) + A(P)E(Q) = 0, 
E(P), Е[(Р, ©), E(Q,P) ; 
E(P,Q), E(Q,P), E(Q) + | A(P) A(Q) — A (P, Q* | =0. 
А (P), A(P,Q), A(Q) 
Be p. es, P è invariante proprio, © improprio, A(P), A(Q), E(P), 
K(Q, P) sono invarianti propri o gli altri impropri. 
(**) Cfr, pag. 320. 


(***) dove i segni о; son quelli che compaiono nelle (1). Tra le equazioni 
(4) ıs, quattro soltanto sono indipendenti, Cfr. la penultima nota a piê di pag. 
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sono tutte e sole quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle 
condizioni dell’ enunciato. 

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che, 
scelte P е Q a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle 
forme trasformate di v, e gg sono funzioni razionali delle quantità 
(3), a coefficienti numerici. Ma, dato il significato intrinseco di P 
e Q e delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle 
Pa © Фа stesse sono funzioni razionali delle sole 


А (и), А(и, v) есе. 
Ога 
А (и) = 01, Alu,v=a!, A(v=a®, 
Е (м) = 11, E(u,v=a!?, E(v, u)a!?, E(v) -a?** , 


ed ay e а; sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti 
numerici, delle a^ e а, 

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi 
in cui esso è applicabile, occorre saper decidere se un dato ele- 
mento lineare Фа: ¢, possiede due invarianti che siano funzioni in- 
dipendenti di w e v. А ciò risponde il teorema che noi dimostre- 
remo al 8 seguente: dato comunque un elemento lineare proiettivo 
Pa: a, 0 vi sono due funzioni indipendenti fra le espressioni 


(5) QU. MH, K. 9,9 
definite аі 88 59 e 60, oppure non è possibile trovare due invarianti 
di Qs: pa che siano funzioni indipendenti di u ¢ v. 


D) Nuova forma delle condizioni sufficienti. 


In particolare, il criterio precedente è applicabile se Ф e W 
sono funzioni indipendenti di w e v, Ma in tal caso possiamo enun- 
ciare un criterio più semplice: Se Ф e У sono funzioni indipen- 


(*) Ciò è possibile, essendo per ipotesi P e (9 funzioni indipendenti 
di u e v. 


"|y e A" l1 
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denti di u e v, condizioni necessarie ¢ sufficienti affinchè фу: ps sia 
trasformabile in pa: Ya sono : 
1° che esista qualche soluzione 


(6) u=U(u,v), v=V(u,v) 


delle equazioni Ф = Ф, V—W; 
2° che, essendo a il segno dello Iacobiano 


ôU U 
0d ^t Bv 
ү oVj? 
du dv 


le equazioni 
V'—aU', H—aH, К-К, Ө=өӨ, 6= 00 
siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di фа: Ф, in Qs: Pa 


sono tutte e sole quelle che soddisfano alle condizioni dell’ enunciato. 


Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima che, se si possono (*), par- 
tendo da un’ espressione intrinseca P qualsiasi, definire due altre espressioni 
intrinseche Ру o Pu (**) dalla 


(7) d P = P, Уф du; + Pu Xd, Du, 
ed à | 
1 
(or Р = BY Pi, Ри — 391% Р, (m). 


Q essendo un'altra espressione intrinseca, poniamo analogamente 


dQ = Qi Ly dui + Qu Ipe Dui . 


(*) Se Ф 
di u o v. 

(**) So P ò propriamente intrinseco, P; è pr. intr. e Pu è impr. intr. ; 
во P à impr. intr, Ру è impr. intr. e Pu è pr. intr. 

(***) Ciò segue dalla definizione ‘stessa di Ф. 


> 0; in particolare dunque se Ф e Ч sono funzioni indipendenti 
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Seguo 
A(P, Q) = 3 ak P, Qu 
= Xa (Pi pi + PuX94 97) (Or pr + OnE d 9^) = 
= P, Qi Za! qi qu + (Pi QuA Ри Qi ) 04^ + 
+ Pu Qu 9 95 af gn фе. 


Ora 
за je dy = Ф, Уф" jt = — X950" 960, 
У 9,4 9, a qr фе = X 909 dpr aq; а 94 dq" Ф" = 
= ES a, Apr G" ф# == — е Ў ар фф" == — вФ, 
cosicchò 
(8) A (P, 0) = Ф(Р Qi —ePuQu), 
e in particolare 
(8) bis A(P)=®(Pi—ePh). 
Similmente 


E(P, Q) = Ja Pi Pr Qi = 
= Laht (Pi pi + Pud 9" ) (Pi da + PuX94 95) (Qi pi 4- Qul tupt) = 
= Pi Q Xa p pp + 
+ Pi (2 Pu Qi + 9 Py Qu) Da rtd" pr pi + 
+ Pu (Pu Qi 4 2Pr Qu) Ba! 9 dan p" фе pi + 
+ Ри Qu X af 9 9 9447 dd, 
onde, ricordando la definizione di W e W” е le formole (3) e (3) мг del 8 57, 
E (P, Q) = V (PE Qi + 9&Pi Pn Qu + в Pi Qu) — 
(9) 
— W (Pi Qu 4- 2Pi Ра @ +e Pi Qu); 
in particolare 


(9) bis E (P) = ¥ P. (Р? +88 Ph) — W Pn (8 PÎ + в Pi) 


Ora possiamo tosto dimostraro il teorema di pag. 829. Infatti, per il teo- 
rema di pag. 321, basta provare che le А (Ф), A (® , Ш), A (W), Е(Ф), E(® , W), 
E(W,), E(W) si possono esprimere razionalmente mediante Ф, W, Vw, H, 
K, Ө, 9'. Ora le (7) e (8) mostrano che quelle quantità sono funzioni razio- 
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nali di Ф, W, W, dr, Фи, Wi, Un (*); d'altra parte, le formole (2) 
e (2) us del $ 60 esprimono Pi , Фи, T; , Vi; mediante Ф, V, W, H, K, 0, 0°. 


$ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi 


con un gruppo continuo di trasformazioni in sè. 


A) Alcune formole preliminari. 


Prima di procedere alla risoluzione del nostro problema anche 
nel caso in cui le sette espressioni 


(1) bh, Y, Y, н, K, 0,0 


sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche formola 
sulle forme differenziali lineari 


Уф, du, ) Ў di Du; , Za ф" ل‎ du, . 
Siano Xa,du , УВ, du, 


due forme differenziali lineari nelle variabili we v, e а, è siano 
due simboli diversi di differenziali ; poniamo col Cartan 


La; du; X, du, 


@ > Beo 2&9] | у ы edu | 


= |А] 9" о, В, [du , dv]. 


Valgono le formole (**) 


(*) E di s; ma s è funzione razionale di Ф, W, Ч”, per l'identità (2) 
del 8 59. 
(**) Infatti, per la (1), la (2) del 8 56 о la (3) tor del 8 57, 
[doi du; , Dpi Du; ] = [BY du; , 9,49" ащ ] = 
= e VJA] Bape yr [du , de] = VJA] Фе 4 [du , dr], 
[Epi dui, aj, d" d* ащ ] = sajz аке ф Ф" d* [du , dv] = 
= sA] 305 919" q* [du , de]. 


T: 20) 


Ha dte eibi Tieni oai AE ا‎ 


JE NS 


EQUO , VICO dem 


E & "« wiy 4 Y М 42 = se f 1 
i D + PA, » A 2243 2 DAC deis 
pecu om ra = iU: А А 7 - 


RR ACTA e ae ae a a te 
х IUS і Буу : di vé „А 
b 65. 
1 —— $890 
E ` 
ier 


a Xx 


E Gu Dia, Eb De] = WA [0 , de], 
T — Qu. фак, Lang" yd] = <A]! [двд]. 


Covariante bilineare della forma differenziale lineare Xa, du, 
si dice (*) l'espressione a due sistemi di differenziali 


4 а (3) - (Xa, du;)' — ex i du, — da, ди; = 
E = eA] 39" ap [du, dv] , 


le оц, essendo derivate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma 

| differenziale quadratica, poniamo rispetto a ф„). È ovvio che 
(Za, ш) = 0 allora ed allora soltanto se Za, du, è un differenziale 
esatto. 


Dimostriamo che: 1° se ъ20, 


(4) (39, duy — i Eh аш, X9, Du], 
(4) vi (Еф, Du) = 3« 5 [34 dw, Ec Du]. 
5 E E 
2° se = 0; 20 
, H rs 
(5) (24, du) = — зр BY du, Ха, q^ ф' du], 


(5)u, (Xa, 4" ф' du) = — (1 TA 7) [È p, du, , Zan 4" 4' du]. 


Infatti, da (8) si deduce 
(Epi du )' = 4] Z9 dq [du , dv] = 
=— sl [AL Hu, de] , 


b. ч (9 Ctr, p. os. Goursat Leçons sur le problème de Pfaff, p. 17. 


"iNOS Enid e (8 62, 4] 


с 


e s b d хх À 4 n he vi NV 9 data ru 
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(24i Du, Y = (2947 du; Y = eV A] хоча" фа [dw , de] = E 

= А] zar Yr [du , de] = 3 VJA] K [du , de) , i 

3 ө basta ricordare la (2) ы, рег dedurne le (4) е (4) us, © la (2) wr per dedurre 8 

ij la (Б). Similmente si deduce da (3) sa 

4 (Bara 4 du Y = [A] 29 ada ^ 9* [du , de] + E 

p + 2e JAJ X99 af" Yr фа [du de) E 

cosicchè, ricordando la (8) wr del 8 57 e la (1) del 8 58 i 1 2 

A (Dain yy du У = — «l| A|W' + 20°) [du , de]. E 

e Osservando la (2) ter Si ricava la (5) bis. “a 

Ù B) Un lemma. - 3 

Se Xa, du, e Ef du, sono due forme differenziali lineari lincar- ; 3 

mente indipendenti nelle variabili u, v, e X è una funzione qua- e 25 

v: lunque di u, v ma non costante, e se nelle equazioni Et. 

А: (Da, du) = А [5 о, du, , PIA du] , E. 
n (ER du) — B [La du, Ef du], | 

Ж ах = OXa, du, + DX, du, E 

. » ur 


le A, B, C, D sono funzioni della sola A, si può con quadrature 
determinare un fattore integrante per Za, du, e per Ef, du, più ge- y 
neralmente per A, Xo, du, + А, ХВ, du, A, e A, essendo funzioni E 
qualunque della sola ); tal fattore integrante è funzione della sola X. — E" 


Basta provare l'esistenza di un fattore integrante per Za du, (*). Ora 
da (3) si ricava, se р è funzione di А, v8 


t 
É — 
4 (*) So p. es. 20, le condizioni dell’ enunciato restano soddisfatte se in- 3 2 
i troduciamo la forma A, XZ du; + А.У В du, al posto di Lay du; . CAR 
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(pI at du; Y = pl Xo du) A- [Lay du; , dg] = 
d 
= (c4 +D 2.) [Dow du; , Хр ащ]. 


Se D *F 0, è pertanto 
he; D 2 Dai dui 
un differenziale esatto; se invece D=0, 
Ola: du, = di 


è pure un differenziale esatto. 
C) Il teorema fondamentale. 


Se tutte le quantità (1) sono funzioni di una sola variabile 
A==)(u,v), e non è simultaneamente Ф = cost., Ч" = cost., con- 
dizione necessaria e sufficiente per la trasformabilità di фу: Qa in 


Фа: Pa 9, che 
Фф, V, V, H, К, 8, ө 
siano le stesse funzioni di una sola variabile X= X(u, V) come 


le (1) di X. La trasformazione di Фу: Ya in фу: Qa può farsi in 
co! modi che si trovano con quadrature. 


È evidente che le condizioni dell’ enunciato sono necessarie. Per dimo- 
strare che son sufficienti, ө per trovare effettivamente le trasformazioni di 


фа: фо in фу: Ф, distinguiamo due casi. 
1° caso: Ф 20. Posto 
Xo, du, = Уфу du; , Xf; du; = Ly Dui , 
A= ose Ф —oost, =Y 


le condizioni del lemma son soddisfatto, in virtù dello (4) e (4) vis e della (2) 
del $ 60. Il lemma ci dice pertanto cho possiamo con quadrature determinaro 
due funzioni di w, v, siano U e V, tali che 


dU = руф du , QV = оу Du, 


DEM IO La RI arm EE La 
Tr АД N к ыг? т, 
pieni lei 
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р е c essendo funzioni di A. Analogamente si vede che possiamo con quadrature 
determinare due funzioni di # e v, siano U e V, tali che 

aU = pipid , dV = суф Du; 
inoltre p e c sono le stesse funzioni di X come p o c di A. Per fissare le 


idee, supponiamo D 20 ($). 
La trasformazione cercata non può essere contenuta che fra le (**) 


(6) A= , U=U+a, a costante arbitraria. 


E, comunque si scelga a, la trasformazione scritta porta qs : Ф, in Pa: 9» 
Per vederlo, introduciamo X e U + a al posto di w e v (e X o U al posto 
di w e v) come nuove variabili indipendenti, È (cfr. la (7) del $ 61) 


м= 0, м=р, (U+ak=p, (U+a)n=0, 
w=, =D, UÜ =p, n —0; 


inoltre Ф, V, W, C, D sono funzioni della sola A, e $, VW , W, C, D sono 
le stesse funzioni di A. Le equazioni (8) e (9) del 8 61 mostrano quindi im- 


mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sarà Pa : p= 
= фу: Pg in virtù delle (6), e. d. d. 
2° caso: Ф = 0, Scegliendo 


Das du = Уф du, УВ ащ = Хаф" Yî du, =¥, 


le ipotesi del lemma sono soddisfatte per le (5) e (5) м» e per la (4) del $ 60, 
Il lemma dice che si possono con quadrature determinare U e Win modo che sia 


dU = pXdi dui ‚ QV = сУи, h" j ащ, 


р e а essendo funzioni della sola A. E si continua come sopra, cosicchè possiamo 
lasciare al lettore il resto della dimostrazione (***). 


(9.86 D=0, è ca O (altrimenti A sarebbe costante, contro l'ipo- 


tesi), o si procede analogamente, 
(**) Si ossorvi che А e U sono funzioni indipendenti di w, v, essendo 


eD = 0. » 
(***) Il lettore vedrà facilmente che il lemma si può usare a determinare 


con quadrature le linee asintotiche, le linee di Darboux o di Segre, le linee 
integrali di Xd; dw; == 0, ecc. 


s 
اي‎ 
к. + 


830 (TTT aapmoro sesto. ET 


Corollario : Se le (1) sono funzioni di una sola variabile, ma 
Ф e V non sono simultaneamente costanti, V elemento lineare proiet- 
tivo ammette un gruppo continuo di deformazioni proiellive în sè. 
Basta prendere, nel teorema che precede, ¢; : da identico а ез: da. 
Da ciò risulta che non possono esistere due invarianti funzioni 
indipendenti di ш, v, come abbiamo già annunciato a pag. 322, 

Resta il caso in cui e Y sono costanti. Allora vale il se- 
guente teorema semplicissimo : 

Se Ф e W sono costanti, condizioni necessarie e sufficienti per 


la trasformabilità di Фа: pa in Py: Pa sono 
s=e, Ф=Ф`, Tv. 


La trasformazione può farsi in co? modi che si trovano con da 
drature. 


È evidente che le condizioni dette sono necessarie; per dimostrare che 
sono sufficienti, distinguiamo tre casi. 


1° caso : 90 Le (4) e (4) ы, si scrivono, ricordando il teorema del 
$ 60 D, 


(Bı due = 0, (BY Du J = — س‎ [®ф du; BY, Du; ]. 


La prima dice che 


Уф du; = — 3s КА 


ê un differenziale esatto; e dalla seconda si ottiene tosto 
(UL; Du; У = 0, 


cosicchè anche 
Ul: Dui = dV 


è un differenziale esatto. Introdotte U e V a nuove variabili indipendenti (*), 
si trova senza difficoltà, ricorrendo alle formole (8) e (9) del $ 61 


Ф = ST (AU? — 984V’), 


(*) Si vede subito che esse sono funzioni indipendenti di w e v. 


E PL Я "T 
Y^ E e C 2 


$ егин" Jut ът, Ад 
„2 зач LI NERO E LA 


^ 


x 


[8 62, OC] INVARIANT! DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO 881 


$ = SFT qT (PAU?! + 8W dU? dV + 


+ 9waUdV? + 91 w'dV?), 


Introducendo in modo analogo nuove variabili indipendenti al posto di 
uù @ v, si vede subito che ponendo 


U-U, Vecrvo 


фа: Pa si trasforma in Gy: Ф. Ora U e V non sono determinate che a meno 
di sostituzioni della forma 


aU , ar +b, 


con @, b costanti (a = 0) cosicchè risulta provato tutto ciò che si д enunciato, 


2° саво: D=0, Y > 0. Osservando di nuovo le (5) del $ 60 D, le (5) 
© (5) y, dànno | 


(Уф; dui )-*=0, (Хан: ф" фи du; Y = — + [Epi du; , Dans" 9* ащ ]. 


Si può quindi porre 


ap du = 8-07, Uzay" V dw = 47, 


Introducendo U e V come nuove variabili indipendenti, il che il lettore 
faccia сото esercizio, si giunge facilmente alla dimostrazione dell’ enunciato. 

8° caso: Ф = Ш = 0, ossia dq, == d, == 0, quindi in particolare X = 0. 
La curvatura di x, essendo nulla, si possono, come ben si sa, introdurre 
con quadraturo nuove variabili indipendenti in modo che i nuovi coeficienti 
di q, siano costanti. 

La (1) del 8 58 mostra che anche i nuovi cooflicienti di фу sono costanti. 
Ed è un facile teorema d'algobra che due eoppie di tali forme si possono tra- 
sformare l’ una nell’ altra mediante una sostituzione lineare a coofficienti co- 
stanti in du, до, a cui corrispondono oo? trasformazioni in w, v. 


Corollario : Se Ф e W sono costanti, V elemento lineare proiettivo 
Pa: Pa ammette oo? trasformazioni in sè. 


(*) + secondo che W=U" oppure W=—u", 


"wt dil". t- e Ы 
pal کیا‎ A at 
E ү; LIVE Dew tms 


pr 382 "S = M CAPITOLO SESTO T. "1 62, 0j 
т È quadro. й formole per coordinate SARS 
E : ау, = @ = ара = وور‎ 0, O= Sgh y, 
B | dii = dip > وو“‎ = AY- 

a F, = 2a,,dudv , Fa = as (fdu? + do). 

р) | Les сй 
эон ^1 

E ږل‎ = = 0 , 94 = — d = |а|, 

e 7 

79 2 gua 0ک فو‎ , 812 — m — IDE | 
ES Ри = — өйи , Ро = ойо, i 
E Dy = — wo, du + med у 
S bia = b= 0, 

È A | Би = — 00,38 , bo = 04,97, 

E Fi = ways (— fidu? + dv). 
E E bo 7 ESA eta I. у اا‎ т) 

E ийе жон, 

| i Qo PI , ац = Ê , аза = 01°, f 

Я wo = sgn By ut bia = — «8° r baog = ۵. Д 
o hm Bride, реба тй), 

E- | ф = өфт(— fdu + 100), i 
da x д log By? 9105 т 
b S Fi MUN дё. 

Mr. 
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Carrroro VII. 


CONDIZIONI D'INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE 


PROIETTIVAMENTE APPLICABILI 


8 68. — Condizioni d'integrabilità 
delle equazioni fondamentali. 


4) Equazioni preliminari. 


Al Cap. II $ 14 4) e О) abbiamo visto che, fissato comunque 
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee x del punto mobile 
di una superficie S non sviluppabile, valgono le equazioni fonda- 
mentali 


(1) Vr == Lai, vi F r; X + Pa ® ) 
(1) bia X= lo -- Ўт х,, 
e le formole duali 


(2) rs = — Dal, f, + а, 4- Ta. 


(2) is E: = %&+ 20%. di 


Di più, abbiamo trovato al Cap. II 8 14 B) e C) e $16 C) 
aleune relazioni fra i coefficienti, e precisamente le 


Du lu | 
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Za" а= 0, 

Zap. c0, = 0, 

Prs n Pora Trs = Tong Mps = Т, у Prs = ar y 

my, = 0, — (К +4- J) ara, Wrs = ра — (К + J) dre 
АЗУУ 0, 

T4 — p, = Ха,“ (*). 


Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle 
(2) e (2) vi mediante quelli di (1) e (1),,: basta adunque occu- 
parci delle (1) e (1) ny. Già al luogo citato abbiamo osservato che, 
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei 
coefficienti di (1),, espressi mediante le Qm , @ у Pr: Ora 
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle m, si trovano già 
dalle (8), cosicchè soltanto le espressioni di 1, saranno nuove. Deri- 
viamo adunque covariantemente le (1). Si ottiene, tenendo conto 
delle (1) stesse, 


$4, = I [04 t Dar, Goa A- Prs dit + 04 Ma] + 
+ am X + (Bat, Pu + а + Pri) 2. 
Se ne deduce, ricordando che 9^ + 0“ = 0, 
X9" „== La [29 a,,, + 20" a7, au, + 


aj xo" Qu Prs am 29" а„ mi] qus 
+ (E 9^ aj, ра -- X9" a,, 0, + Z9" р) v. 


Ma dal Cap. VI, 8 57, (3) tr е (5) wr si ha 


zo" at, Du = ур! Pit 3 2o” aj, аы = Lb dina = J 0r ) 


(*) Cfr. Cap. VI, $ 58, (8). Si ricordi cho Zap t4 = X Au азм. 
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e dal Cap. Il 8 1 E) 
Zug —— رورت‎ — (12, 12) а = — KA23, 
Zae — ووت‎ = (12, 12) 21 = KA, 

ossia 

(4) II" a, = KS, а, 

Dunque 

Da" [D0 a4, + (К + J) 8, + EO (а, Pr + а, m0] + 

+ (ZU! p, + Z9 al, + LI" pa) e — 0. 


I punti ~, wl, æ? essendo linearmente indipendenti, seguono 
le relazioni 


(5) xo^" Git + (K + J) Dpi + 20“ (а; Prs + As т.) A) 


(6) Ур" Pu + io" (rs 1, + Рм) = 0, 


В) Trasformazione delle (5). 


Le equazioni ora dedotte si possono trasformare, Cominciamo 
con le (5): noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo 
soltanto una parte delle (3), e precisamente le 


Mya = Mgr 4 Xa", = 0 ‚ Tra — Pra == Lanzi. 
Moltiplicando la (5) per aj, e sommando rispetto a # ed v, si ottiene, 
osservando cho La 9, = Xa" arsi = 0, 


Lt alari py + X05 ai" arsmu=0, 
ossia 
DI pes + У ц == 0. 


Essendo pis = pes, risulta confermato che Mig = Me. Moltiplicando 
invece la (5) рег $ ed osservando che D" q,,; == 0, si ottiene 


9s(K + J) + LI 9 ape, + DI Pam = 0, 
Funini ө Скон, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 22 
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oppure, scambiando nel terzo termine 7 con » ed s con £, 


Qe(K + J) + LH ta, (prs 4 Ma) = 0. 


> i Ora dal Cap. VI, $ 56, (2) o (4) si deduce 
E р DH Play = Ida = sa, 
а cosicchè risulta : 
X 9(K + J)  — La" (pis 4- mi) = — Da Mmr. 
m | Posto adunque 
E АЫ ть = Tra — (К + J) ars (9) 


risulta confermato che Na" ntr, = 0, 
-Introducendo le nps al posto delle m», nelle (5), si ottiene, osservando 


716 che 29" drs au = Fri , 


У 9" ачи + DO" au prs X ars Tu = 0). 


Dimostriamo che quest'equazione equivale all'ultima dello (3). A tale scopo 
moltiplichiamola per du Dur. Ricordando le (3) e (3) quater del Cap. VI $ 56 


: risulta 
Er ] D9 ами dui Du, 4 X pa Du, Du, — ang du; dui. 
р E - E basta, per giungere al risultato voluto, osservare che 

E Epra Du, Du, = Ўр dur du, (**). 


C) Calcolo delle /, . 


Invece dalla (6), come abbiamo enunciato, possiamo trarre il 
valore delle 7,. Moltiplicandola per а" 3,, e sommando rispetto a 
a h e r si deduce 


E Жду 09! p, + 209,1, + Z0 9, a p, =0, 

E donde la formola cercata 

P. : (7) 1, шег Ya? Da — eX um 0 ah” Pra» 

A 

a (*) Sappiamo che le zrs così definite son quelle che compaiono nelle (2), 


(**) Cfr. Cap. VI, $ 56, (6), e 8 58, (3) e (3) us. 


TEC Hm ed UTE. С DX pagg idr ME. ri C 
Lr Е Ар РД СРЕ CHA ae bad M ACT 796 ie TM. 
3 A = o xX эз М 


1868, 0) 
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Essendo a; = DO" bi, = sX9'" 0" un, possiamo scriverla 
anche 


1 
Е = —- ^n Paa — 24313 Pia + 9192 Ру + 


+ а (Pig — Pigi) — а (Piso — 2221)] » 
(7) bis : 


А i 
l= — vum [4119 Psa — 20190 Dio + Aese Pir + 
E. + daa (Pira == Pier) — @а (Ра — ?221)]. 


Naturalmente, il calcolo correlativo conduce alle 
(De № = — Xaj'z,—5X94,9"0"z,,. 

Il confronto di (7) e (7) ,, conduce alla formola 
(8) ly — № = Хай (pa + т„) — Xa, (*). 


come ora dimostreremo, 


do - Sottraondo la (7) wr dalla (7) otteniamo dapprima 


ly М = Xaj (Pra + ты) — 8392 HE a^ (Pret — тун) 
sicchò bisogna provare soltanto che 


a i dan Hia (ра — Trn ) = 8 Bars 


Ora, derivando covariantemente l'ultima delle (3), otteniamo 


Pri — Tr = — Уа? к= — 39 9! asta 
cosicchè ` 


X95 950 (Pr — ты) = — X90 9 a^" aye 


3 (*) Si ricordi che Lam = DArn Ask tios 


80055 M 
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Ora dalle (3) ter e (8) pis del Cap. VI 8 57 si deduce 


ks 294 9 arto: = — Ida MM, = e 2 85 
sicchò 


29,9! ahr (Prst = rst) = 67 а , 


che è la formola cho si voleva dimostrare. 


8 64, — Continuazione. 


A) Condizioni d’ integrabilità delle (1) ы». 


Al $ 63 abbiamo richiamato le equazioni fondamentali (1) 
e (1), е le relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo 
aggiunto le formole (7) e (8) che dànno le Z,, deducendole dalle 
condizioni d'integrabilità delle (1), Per completare lo studio, do- 
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono 
dalle (1),,. A questo studio qui ci rivolgiamo scrivendo che Ху, = 
= X,,, ossia X9" X, = 0. Derivando covariantemente le (2) si 
trova tenendo conto delle (1) 


Xu 2 lam + lo, + Ўт, 2" + 


+ Emi (Zat + a4 X + pa 2) 
ossia 
Xj, = Xa" (ца, + Mon + Яа, ma) + 


+ (la + Emi pa) = + m, X. 
Se ne deduce 
DI" Xn = Da (RI an li t DIM, — ХБ my) + 
+ (29^ 1, + E9” турл) a. 


Deve essere 79 X, = 0. Le relazioni che ci rimangono da scri- 
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vere sono pertanto 
(1) DO” anr li -- 9^ m, — Eb? т, = 0 , 


(2) : xo^" La: | xo^ а" Miir Prs = 0 . 
B) Studio delle (1). 


Dimostriamo che la (1) non dà niente di nuovo, ma soltanto 
permette di ritrovare la penultima delle (3) del $ 63. 
Dalle (6) del 8 63 si deduco 
Dramu = XD? pu -- 39^p;a. 
Sostituendo nella (1), si ottione 
(1) bis 3959 (prix + тык) + DOF (pa — ma) = 0. 


Dalla 
Mri = тч — (К 4 J) ач 
si deduce ‹ 


Mrin = nrin — (Ка + Jx Jari, 

cosicchè la (1) nia diventa, ricordando che Xb% an = 0, 

(1) tor BOA (prin + Trin) — X99 а (Ky + Ax) + EU? (pa — пд) —0. 
Moltiplicando per a"s s, e sommando rispetto ad s, si deduce 

39^ 9, a7 (px + тыһ) — 29^ 94 (Ку + Jh) + e Bafî (pa — 14) = 0, 

ossia 

(1) quater Ki + J = — eB? da" (prin + Trix) — Хаб (pa — na). 
Ora dalle (7) e (7) ter si deduce 


l + u= Zai" (Pir — Tux ) + в X90, tta" (Pra + ти). 


Eseguendo nell’ ultimo termino la sostituzione Üü : e 4 e confrontan- 
a : 


do con (1) ter si ritrova la penultima dello (3) dol 8 63, come abbiamo enunciato. 


Lai do ы, ^ © nc 354 NECS h HAS TOME P T eR 
PM тео z 4 ах. ЖҮКЕ „Ж, с Y FATTI 
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ДЕ 0) Studio della (2). 
Resta infine la (2); noi dimostreremo che essa equivale alla 
(3) Xp" (Pr T Test) + 23b", (Du. "e Ta) "n X px ANS ۹ 


Sostituendo nella (2) x, al posto di Mir, essa diventa (") 
NU bis X95 lix 4 DI a"! py, Rir = 0 (9). 


Me. Per la penultima delle (8) del 8 63 2(4 4% ) d= —dK-—dJ è un 
— —  differenziale esatto, cosicchè 


2991-2 —39^39 = + 39^ (la — Ao) 

o la (2) ма può soriversi 
С Que X9 a — Na) = — DIA (pie + т) (ns тда). 

Ora dall’ ultima delle (8) del $ 63 si deduce 

E а" (Pre — пм) = — 391% art aj, P, = — X95 42, + 

o ricordando la formola (3) or del Cap. VI $ 57, 

| E (ра — тм) ач = DU, , | 
o sostituendo nella (2) ter 
(8) «амаг 285 (lo — Aa) = — 207, (py. + т). 

Dorivando covariantemente la (8) del 8 63 si deduce 


lix — Mi = Dain (Prs + Trs) + Laj “(Prk + тм) = Laax 


(*) Si osservi cho X94 a" aj, pj, = DI” р, = 0. 
(**) Ciò si potrebbe serivero anche 


mu TS me |, 


dac didt 
A 
j ап а? аз 


pu pi = 


чу a p TUNE M TE X - D Ак Г ты - 
е p я á ^ We vM & -— TA 
dn. CORTI О dm È р ART Pg AA St. so C а: 
-i pf E Т 3 | " ; y , 
" ut { ЫЙ ya Lele Бо 


[$ 64, D) 
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‘cosicchè 


X945 (Ij — Xa) = DOES, (po + ms) F b^ (рак + Tren) — DOMA 


onde, confrontando con (2) quater , Si deduce la formola cercata (3). 


D) Esame delle condizioni d'integrabilità. 


` Abbiamo già trovato tutte. le condizioni d'integrabilità delle 
equazioni fondamentali; esse sono le (3) (7) e (1), del $ 63 e 
la (8) del $ 64. Fra queste equazioni, ve ne sono sei che conten- 
gono /, , 1, X, , М: la penultima delle (3), la (7) e la (7) w (con 
im 1,9) 

Noi possiamo definire le І, e A, mediante quattro di esse o 
quattro combinazioni di esse, p. es. mediante la penultima riga 
delle (3) del 8 63 e le (8) del $ 63 ed otteniamo pertanto ancora 
due equazioni che non contengono più nè 7, nó X,. Esse sono evi- 
dentemente le (1) « che possiamo mettere sotto la forma più semplice 


(4 ХӘ" (р, + xa) = 9^ an (Ku = J ) + BOF ant, (7). 


Osserviamo ancora che nelle (3) е (4) compaiono i coefficienti 


dr = Pro F T 
della forma 
D (Pre + т.) d, du, = P 4- П 


già considerata al Cap. II $ 14 В). 


(*) Infatti, dall’ ultima dello (3) del $ 63 si deduce 
Eb (pn — na) = — X b? dina 


onde sostituendo nella (1)« si ricava la (4). 


m 
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E) Teorema riassuntivo, 


Prima di procedere, sarà opportuno enunciare un teorema che 
riassume i risultati finora ottenuti : 

Una superficie S non sviluppabile, cd il fattore arbitrariamente 
prescritto delle coordinate omogence dei punti di essa sono individuati, 
a meno di una sostituzione lincare unimodulare, a coefficienti costanti, 
conoscendo le tre forme differenziali intrinseche 


F,=Za,ydu,du,, Fa = Ха, du, du, du, 
Xq,, du, du, , 
legate dalle identità (condizioni d' integrabilità) necessarie e sufficienti г 
Жаа. 0, 
(1) 
28 du ass 


X9 Quy = Ea, (К, + л) — УЫ ant, ) 
Ш) 
Xp" Quest + 2 уь", Ur = DD 


Le coordinate omogenee x dei punti di S si calcolano integrando il 
primo gruppo di equazioni fondamentali 


Хи Dal, X, + Pra X + [ We, 
X,=lx+Zmjx;, 


sotto la condizione iniziale (x x, xy X) = [А]. 
Posto & = Tu (x x, Xo), le & (coordinate dei piani tangenti 


VIA 
di S), si ottengono integrando il secondo gruppo di equazioni fon- 
damentali (*) 


(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. es.) lo è anche il secondo, 
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Ё. = — Ха, fı H Tab + а, 


= № 6 + X ЇЧ + , 
solto la condizione iniziale ($£, & E) = e VJA]. 
I coefficienti delle equazioni T MG si calcolano dalle formole 
Prs + Tr = dr з Pro Tru = — Zara 
m, = т, — (К 4- J) Are, 
(III) {ra = Pra — (K + J) Ars 


], 4-9, = — (К, +J) 
l, —)^— Xa'qa— Tan. 


Il lettore confronti le formole trovate con quelle del Cap. II, 
8 16 D) relative al caso particolare di linee coordinate asintotiche. 


8 65, — Trasformazione delle equazioni 
trovate per superficie non rigate. 
Caso di coordinate normali. 


A) I caso J } 0. 


Supponendo J 3:0, escludendo cioè il caso di superficie rigate, 
possiamo mettere le equazioni trovate sotto un’ altra forma. Essendo 
Уа" q,, = 0 possiamo porre allora 


(1) qr == Ўт, ai, = e а, 


introducendo così, al posto della forma quadratica Dg du, du, la 
forma lineare 


(2) T = Xr; di. 
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Ricordando la formola (1) del Cap. VI $ 58, otteniamo, derivando 
covariantemente la (1): | 


b-- 1:60 

E (1) bis Ira = Ўта aj, + 97 VA Хае + 

E. | + eX, 99.20 t. 

E Dal Cap. VI, 8 57 (8). © (5) wr ө $ 58 (1), si deduco 

E ik s 1 ik ув J, ik ps t 

Na 2 Do ani, = DI Eb air ps d - e DD bi, 9, ф' = 

Li 1 J 1 

2 = Xa. + ibas! = 26s (че + Лу) 

E Dalle (1) e (1) yı, e dal Cap. VI $ 57 (3) e (5) a, e 8 58 
^ (1) vis SÌ deduce 

Д 1 ret rit 

m EU, qr, = -y УБ Sn + Edu ü V dis == 

m 1 i J, 1 ti 1 
VS: = 3 ЗУ“ а„ч-у + XU" фат == X9 Ti 3c Jo, Й 
E 

94 1 J, 

EU. DI” dn = X9* atta + 739° аң "E mt 62 9^ 94, фт, = 
T 

Е: = XM ta + jme с + BOF 4,5, 

; a Xv" 9. = XU" aj, tu + i Dai, y" T ut Za" di, ф, = 
I = JEU + dit) + 5-99. 
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Di più (*) 
re fel 1 rst 1 Js 14, J, 
Db u= ЕЕ + Pret + 3 (s 9 Cra "is de) (75 Mr p) + 
x ЕД 2 | 
+ (++) G+ (G+) |e" 
Sostituendo nelle (II) del $ 64, si trovano le equazioni equi- 


. valenti 
eje (1434) 0]- 


= DI” anu (Kr + JI) + ЈУ, (3 La v) , 


ЈУ)" È ау (5-7 T è) © | = — Хр, 


dove si può sostituire а X5'",, il valore (3). 


(*) Infatti, dalla (1) ns del Cap. VI 8 58 si deduce successivamente 


зт, = ao تک‎ х9 фі ant = (E + v.) brst, 


nen. = a (4- e + qr om (е Jom = 


Ma Е га 1o 14 ^ 
xL: di tet e) Ges), 


rs r Js 
Dt = E d. tont (ье) | + 


+>|4 3 32 ceu + (а) (+) 


onde la formola del testo. 


ег гъ 


ANM m 


348 CAPITOLO SETTIMO [8 65, В] 


B) Nuovo enunciato per le coordinate normali. 


Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar- 
mente utili usando le forme normali (J — — 1). Per comodità del 
lettóre diamo qui un enunciato completo : 


Una superficie non rigatà S determina tre forme differenziali 
intrinseche ed invarianti 
Pa = Dar, du, du, , 
Фа = Xa, du, du, du, 
T= x, du, 
legate dalle identità 
Уа аы = 0 (t=1,2) 


1 йлуу Aa йо; 
(А) TI aia aja ووي‎ | = — 1, 


a а dog 


Las" (Tra + È, Tr) e % —K, (i == 1 , 2) 
(B) 
xo" (Cra + da Tr) = LL" (Pra + 3 Pra (VA + 9. da ф,) 7 


dove K ё la curvatura di qs е le ф son definite dalle 
Arsti na eD Û, .ل‎ buts 


dove le & sono definite dalle (1), a pag. 298, 8 56. 

Viceversa, date le tre forme differenziali Ф, , va, Т, soddisfa- 
centi alle (A) e (B), esiste la superficie S corrispondente ed è com- 
pletamente determinata a meno di collineazioni (*). Le coordinate nor- 
mali x dei punti di S si ottengono integrando il sistema 


(*) Ad una superficie correlativa alla 5 corrispondono le forme фо, — «s, 
— Т, 


- 
i 
B. 
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Xy = Dai, x, + An X T pes X , 
(0) 
X, =l x- Amiz, 


sotto la condizione iniziale (xx, Xy X) = | |A] ; le coordinate normali & 
dei piani tangenti di S si ottengono integrando il sistema analogo 
کي‎ — Lal, Xi + dn È + EAS 
(б) 2 : 
رت‎ = A ê | Xu, 


sotto la condizione iniziale (£6, & €) = e |A| . Del resto le x e le$ 
sono legate dalle 


1 
$ = —— (ххх) , х= ja; 6599 


VIA] 


I coefficienti delle (C,) e (Og) si determinano dalle equazioni 


Pro + т. = Xa t5, 

ps — 7, = Xa, ф', 

m, = 7, + (1 — K)a,, 

Prs = Pra + (1 — K) ans, 
hI+M=—K, 

l — 4 = t — Daf" (9 + 9.9) (®). 


(D) 


() a. = ely PD; [Cap. VI, 858, (1)] 


= Gip س‎ = Dal" фр [Cap. VI, § 57 (3)u«]; 
onde 


dia Dal" Pps + Lal, фр, 
o per la stessa equazione precedente (che ві può scrivere. Xafs = J af" pa) 
urs = Dak" (Yps + Фф). 


Inoltre. Jaf" gu = Dai a7 = Daut = [Cap. VI, § 67, (5)]. 
Indi si deduce subito la formola del testo dall’ ultima delle (IIT) a pag. 845. 


Ze. 
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8 66, — Nuova trasformazione delle equazioni 
trovate per il caso di coordinate normali. 


A) Introduzione della funzione ausiliaria c. 


Le relazioni fra le forme ф,, ез e T si scompongono in due 
gruppi: il gruppo (A) dice soltanto che Ф; è coniugata a p3, e 
che ф e фа son formo normali; il secondo gruppo (B), relativo 
alle т,, si può porre in una forma assai elegante con l'introdu- 
zione di una nuova incognita ausiliaria o col metodo che ora an- 
diamo a spiegare. Per brevità, poniamo 


(1) B= Db = Xp" (Dose + 30, ф, T Ф. ф, Ф). 


Essendo J = —120, ogni sistema covariante a due indici 


è combinazione lineare di 


k | 
Ars ) dn , X Vy, Ars | 


dove v, è un sistema covariante ad un indice. 
Quindi possiamo porre 


Trs T Pa т. = Ors st CALA T Xv, а, , 


In apparenza introduciamo, oltre o, tre altre incognite œ, Уу, Уз, 
ma esse si determinano subito. Infatti moltiplicando la precedente 
con a;' oppure con 0” si trova rispettivamente, per le (B) del $ 65, 


di К, = Xy, aj aj, = Жу, a" а? a, 
== ууа а= У, b) 
B =a 29" dn = —2ea (**) 


(*) Cfr. Cap. VI, 8 57, (5). 
(**) Cfr. Cap. VI, 8 66, (2). 


tal de i ia I er ti e DDA Ew PE иө NE 
des ; " * veg е ” 
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Quindi: Z' incognita ausiliaria o, di cui faremo uso, è quella defi- 
nita da 


(2) tn dit m — > ВӘ, + Bah (р — K) + са, 
dove B è definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti- 
tuire le (B) da cui siamo partiti. In altre parole, date le forme t, s 
[soddisfacenti alle (A)] e la forma T, affinchè esistà una superficie 


corrispondente è necessario e sufficiente che valgano le (2) con qualche 
valore di o. 


B) Studio delle (2). 


quando come incognite si assumano le т,. 
Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto 
delle (2) stesse (*) 


Cerchiamo le condizioni d’ integrabilità di queste equazioni (2) ~ 
| 
| 
| 
i 

Tre + (Pa — Ф, Ф) т. — 80,0, F 09, a4, = А 

= В), да Bd + Ха (ра — Ku) — 

е ф, Хан (pi pas Kı) et eX, sv. УЬ, (9, vec Ky). 
Moltiplicando con è" si trova (**) | 
ES" tr Вт, —39"a,,0, t 029", 9, == 


=— B — ZB, + BF Qu Ku) + 2306890 E). 


Ora le identità (4) del $ 63 valgono qualunque sia il sistema 
covariante z,, (anche se x, non sono derivate, come ivi si suppo- 


(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI $ 58, (in cui J — — 1). 
(**) Cfr. Cap. VI, 8 56, (2), 8 57, (8) а», 8 60 (1). 


va 
t - 
> 
e 
\ 
3 
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neva) (*); dunque 
Lor, = KILI, т! 
e la precedente può scriversi 
D (d К + a. Н) т — X$"a,, (o, + оф) = 


= ,ج‎ + В.) Е XU? (da d: 29, 9, — К, — 249, K) = 0. 


Moltiplicando per Ха”" du = E "^а, (**) e sommando rispetto 
a r, si ottiene 


(3) o, + opi + E(s$,, H + a, К) = 
i XA Qin (B. - By.) + Ха! (dat 24, 7 pat Ka re 29, KJ. 


Le cercate condizioni d' integrabilità hanno condotto alle equa- 
zioni (3) nelle o. Dobbiamo ora scrivere la condizione di integrabilità 
di queste. Troviamo la 


(4) 3H6 + Z(a"H,+9"K)t,= 
=— Yar (В, + 24,5) + B(K+2—9)+ 


+ 304 3V'— Ж" (К, + 4 En Gi + 


+2K, du + 4K, 4 9) C75. 


(*) Infatti esse si dimostrano nello stesso modo nel caso generale; del 
resto, ne è facilissima la verifica in coordinate asintotiche. 

(**) Per l'uguaglianza delle due espressioni, cfr. Cap. VI, $ 56, (4). 

(***) Derivando covariantemente le (8) si deduce tenendo conto delle (2) e (3) 


oir + 0 (pin — pi фе + Kain — ЕН) + D(a Kr -H 8984 Hr ) — 


— X[sH (dardi + 4d.  K (a di + ам фе) 17% = 
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$ 67, — Deformazione proiettiva. 


A) H problema fondamentale. 


Ora ci rivolgeremo al problema importante : 
Dato un elemento lineare proiettivo xt riconoscere se esiste 
2 

qualche superficie corrispondente e, nel caso affermativo, determinarle 
tutte. Date le ricerche del Cap. IV $ 40, possiamo omettere il caso 
J= 0; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie 
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una funzione arbitraria che 
è la j di L c.) Possiamo quindi supporre J = — 1 sicchó il pro- 
blema si enuncia: date le forme Ф, e p soddisfacenti alle (A) del 
8 65 B, riconoscere se le equazioni (B) del $ 65 nelle incognite ty , ть 
ammettono qualche soluzione e, nel caso affermativo, determinarne tutte 
le soluzioni. Ora noi abbiamo visto, al $ 66 A, che le equazioni (B) 
sono equivalenti alle (2) del $ 66 che contengono oltre c, e т, 
l incognita ausiliaria o. Noi abbiamo calcolato le condizioni d’ in- 
tegrabilità delle (2), che sono le (3) del $ 66. 


= — 5 29% aa (Bra + Br Ye + Bis) + 
+ 28% an (В, + Bhs) + BUCO — Hai) + 
+ Хай (Jur + 4ф per — Ки, — фа К, — 290 Kir) — 
— pi Xa? (фи + 99, de — Ки — 245 Ki ) + 
+ e Bra ф ХЫ (фи 4-29, di — Ku —9ф, Ki ) — 
— Klar (Ys — K, ) — «НУЫ, (Ye ~ К,). 


Dobbiamo scrivere che c, = оз, ossia che D” o; = 0, Moltiplicando 
pertanto la precedente con è e sommando rispetto ad ? e vr, si ottiene la 
formola (4) del testo, se si ricordano le formole Cap. VI, $ 56 (2) e (4), 
8 57 (3) tor e (3) quater; 8 59 (1) e $ 60 (1), e la formola (1) del 8 presente. 
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Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derivate 
di т,, т, e o come polinomi lineari (non omogenei) delle <1, t, 
e c stesse. Come condizione d’ integrabilità delle (3) abbiamo tro- 
vato la (4) del $ 66, che ha la forma 


(а) Ao + ATi № = р, 


^, Уу, № e p essendo funzioni note. E noi non continueremo il 
calcolo effettivo giacchè le formole si complicano troppo; ma è fa- 
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo 
conto delle (2) e (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re- 
lazioni della stessa forma (æ); da ciascuna di esse si derivano nello 
stesso modo due ulteriori relazioni della stessa forma, e così di 
seguito. È quindi chiaro che cinque casi sono possibili : 

1° le relazioni della forma (a) che si trovano nel modo ora 
descritto sono contradditorie. È questo il caso generale (*), se si 
scelgono a caso le forme p} © 93; mon esiste nessuna superficie di 


elemento lineare proiettivo È : 
2 
2° dalle relazioni della forma («) si trovano valori ben de- 


terminati di т, , т, (e quindi anche di c). Esiste (a meno di colli- 
neazioni) una sola superficie di elemento lineare proiettivo T proiet- 
2 


tivamente indeformabile, La terza forma fondamentale si calcola dal- 
l elemento lineare proiettivo mediante sole operazioni razionali e de- 
rivazioni ; 

8° le relazioni della forma (a) si riducono a due linearmente 
indipendenti sicchè esse si possono ridurre alla forma 


17 05, +b, с=с -- d (*%). 


dove a, b, c, d son funzioni conosciute. 


(*) Infatti, 1 elemento lineare proiettivo dipende essenzialmente da due 
funzioni arbitrarie di ш e v, p. es. dalle solito В е y, mentre una superficie 
dipende solo da ита funzione arbitraria di due argomenti, 

(**) Se le relazioni della forma (о) dessero un valore determinato per ©, 
basta sostituire т„ а т; j; se poi dessero valori determinati per т, e rg, anche 
il valore di o sarebbe determinato. 
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Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della 5 
forma ә 
óc дт 
Fa mud , um dh, 


К 
L * Li 4 

dove m, , Mg, ту, ng hanno valori conosciuti. Á 
Tali equazioni formano evidentemente un sistema completa- E 

* * * Li м p 

mente integrabile, e r, se ne ricava mediante quadrature. Le super- - 


ficie di elemento lineare proicttivo 2 A dipendono essenzialmente (ri- ^ 


guardando come identiche due sparate collineari) da wn para- | 
metro, La terza forma fondamentale si calcola dall’ elemento lineare У 
proieltivo con quadrature. La terza forma è del tipo X 

3 


Dr, du; = Xr) du, -- cD y, du, 


con c costante arbitraria ; 
4° la relazione (4) del $ 66 non è soddisfatta identicamente, 
ma tutte le ulteriori relazioni della forma (4) son conseguenza al- 


gebrica di essa, Le superficie di elemento lineare proiettivo з qi. " 
' E] T: 

pendono essenzialmente da due costanti arbitrarie. La terza forma è С 
Dridu, = Ўт du, + c, Ўу! du, + e, A yi аш, Ў 

' 


con due costanti arbitrarie c, e с; 
5° la relazione (4) del $ 66 è identicamente soddisfatta. Le 
(2) e (3) del $ 66 formano un sistema completamente integrabile. 


Le superficie di elemento lineare protettivo = dipendono essenzial. a 


mente da tre costanti arbitrarie. La terza forma д 
Xt, du, = Ўч du, + с, Yd du, + о X yi du; + ca Xd du, 


con tre costanti arbitrarie. Determineremo al 8 69 tutte le super- 
ficie di questa classe. 

Notiamo che dall’analisi fatta risulta : 

Se una superficie è proieltivamente deformabile, essa fa parte di 
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una famiglia continua di superficie che dipende da uno, due, о tre 
parametri (*), tutte proiettivamente applicabili fra di loro. 


В) Il sistema coniugato di deformazione proiettiva. 


Sia A l'elemento lineare proiettivo di due superficie S, 8 
2 LJ 
applicabili ma non omografiche (**) e siano Ут; du, , Ўт, du, le 


terze forme fondamentali di esse. Poniamo 
T, — y = У: 


Il Cartan, nella Memoria già citata al Cap. VI $ 61, ha tro- 
vato il significato geometrico delle linee definite dall’ equazione 
differenziale 


(1) Xj, Xi du, du, = 0. 


Esse formano evidentemente un sistema coniugato (che si può 
ridurre ad un sistema d'asintotiche contato due volte) che Cartan 
dico il sistema coniugato di deformazione protettiva (***), E’ equa- 
zione (1) si può scrivere anche (cfr. la (1) del 8 65) 


(1) bia У (4 c dr.) du, Du, T 


Per ogni sistema di valori (u, v) i piani osculatori delle curve 
corrispondenti di S e S nei due punti (и, v) formano due , stelle 


omografiche. Possiamo quindi (in o»? modi) sostituire a S una su- 
perficie S'(u, v) ad essa collineare (variabile al variare di u, v) 


(*) riguardando como identiche due superficie collineari. 

(**) Più precisamente, la corrispondenza fra 5 е $ che si ottiene facendo 
corrispondersi i punti che appartengono a valori uguali di w e v, non sia 
proiettiva. 5 e 5 possono invece essere omografiche in virtù di un’ altra cor- 
rispondenza puntuale fra di esse, anzi identiche. 

(***) Se una superficio ammette oo! deformate proiettive, essa possiede 
un solo sistema coniugato di deformazione proiettiva. Essa ne può possedere 
invece oo! о c? se è proiettivamente deformabile in co* о in oo? modi. 


trice АЭС ж AE ele MIS TRE, e e uni ААА. DA 
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tale che nel punto (ш, v) una curva qualsiasi di S e la curva cor- 
rispondente di S'(w, v) abbiano lo stesso piano osculatore (е la 
stessa tangente). 

Si fissi comunque per ogni valore di (ш, v) una tale superficie 
S'(u, v). Siano P,, Pe, Pa... punti fissi nello spazio, e Pu, ©), 
Piu, v), Piu, v)... quelli che vi corrispondono nell’ omografia che 
porta S in S'(u,v) Si fissi ad arbitrio una relazione f(w, v)=0 
e sia О la curva corrispondente di S, Posto /(u, u) = 0, anche i 
punti Piu, v), Pilu, т)... descrivono delle curve, e per ogni valore 
fisso di (u, v) le tangenti a tutte queste curve incontrano una tan- 
gente ben determinata (data la relazione f(u, v) = 0) t di Sin (и, v). 
Allora ed allora soltanto che С soddisfa alla (1), ¿è la tangente a C. 
Lascio al lettore la facile dimostrazione (*). 


О) Superficie R e R,- 


Se Ха" у, Y 20, ossia se si tratta proprio di un sistema co- 


E niugato, la superficie dicesi superficie R e le due congruenze delle 

| tangenti alle curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva 
diconsi congruenze R. Le superficie e congruenze R furono studiate 
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo 
Tzitzóica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro- 
vati, oltre che da Tzitzéica, da Demoulin e da Ionas. Di questo si 
ò già parlato al Cap. V $ 52 e 8 54. 

Se a" у, у, = 0 sicchè il sistema coniugato di deformazione 
proiettiva sì riduce ad un sistema di asintotiche contato due volte 
la superficie si dirà superficie Ro. 

Il Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei 
funzioni arbitrarie di un argomento. Ci limitiamo ad enunciare questo 

. risultato (**). Le superficie К, dipendono da cinque funzioni arbi- 


(*) L’enunciato del Cartan è formalmente diverso, Egli dà pure un’ altra 
proprietà cinematica del sistema coniugato di deformazione proiettiva (v. 1. o. 
pagg. 278-279). 

(**) Mem. cit., pagg. 280 e 290-292, 
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trarie di un argomento. Questo risultato, dovuto pure al Cartan (*) 
sarà dimostrato tosto in modo molto semplice. 


En . D) Deformazione proiettiva di una superfloie data. 


n 

de Al principio di questo $ abbiamo supposto che sia dato un 
1 È elemento lineare proiettivo cia senza sapere a priori se esiste qual- 
J 2 3 


A che superficie corrispondente, Ora supponiamo invece che sia data 


i una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa è 
E. proiettivamente deformabile e, in caso affermativo, determinarne tutte 
le deformate proiettive. In altre parole, ora supponiamo nota una 
= Soluzione particolare (t,, ta, 0) delle (2) del $ 66 e vogliamo ricer- 
-  eare le eventuali ulteriori soluzioni (Fy ту, о). Posto 


(CORR e 


7 = у; , I 0%, 


| possiamo introdurre y, o x come nuove incognite. Alle (2) del $ 66 
A corrispondono evidentemente le equazioni omogenee 


(2) Y + di X = du Vi 


Come condizioni d’ integrabilità delle (2) otteniamo, come si 
vede ormai senza calcolo dalle (3) del 8 66, 


(3) bag + (69И + au К) = 0, 
e condizione d'integrabilità di queste è (cfr. (4) del 8 66) 
(4) | 3Hx + X(a"H, + 9"K)y, = 0. | 
Una superficie à proiettivamente deformabile An ed allora 


soltanto che le (2) ammettono qualche soluzione, oltre la soluzione evi- 
dente xy, = yg = * = 0. 


(*) Mem. cit, pagg. 294-5. 
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Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure alle (3) e (4). Derivando 
la (4) e tenendo conto delle (2) e (3) si arriva a due ulteriori rela- 
zioni lin. om. fra уу, Ya e ж ecc. La superficie è indeformabile 
se così si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limitere- 
mo a trattare il caso particolare di superficie Ro. 

Per una superficie A, oltre alle (2), deve essere soddisfatta 
anche la 


(b) Zo yy um IHS 0. 


Derivandola covariantemente si deduce 
Хуу um. 


Moltiplicando (2) per у” risulta pertanto %1% = Yg x = 0 ossia _ 
x=0. Ora dalla (5) segue (*) che 


II = о Хаму, e-1 
sicchè la (3) dà (Н + оК) у — 0 ossia 
(6) Н+0К=0, o=+1. 


pis superficie è Ry allora ed allora soltanto che è soddisfatta. 
la (6) (**). 

Infatti noi abbiamo appunto dimostrato che per ogni superficie 
R, vale la (6). Viceversa, se è soddisfatta la (6), la superficie è Ry 
ossia le (2) ammettono una soluzione con Xa"y,y, = 0. Infatti 
. tutte le condizioni d’integrabilità delle 


(7) X c eEé"Uy-0 , yet h= 


son soddisfatte, se vale la (6); lascio la facile dimostrazione al 
lettore. 


(*) Basta sostituire p; con x; nel ragionamento che ci condusse alla prima 
delle formole (6) del Cap. VI $ 59. 

(**) Invece il fatto che una superficie sia Æ non può esprimersi coll’ an- 
паге un invariante dell’ elemento lineare proiettivo, 
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Da questo risultato si deduce subito che le superficie №, si 
ottengono integrando un’ equazione alle derivate parziali del quinto 
ordine. Infatti se z = f(x, y) è l equazione di una superficie in 
coordinate non omogenee, l'espressione dell'invariante H + о К 
contiene derivate di f fino al quinto ordine. 


8 68. Teoremi varii sulle superficie R e R,. 


A) Elemento lineare riferito alle asintotiche. 


L’ elemento lineare proiettivo di una superficie R o R, si può 
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che 
. dalle (B) del $ 65 B seguono le relazioni equivalenti alle (2) 
del $ 67 


Dat (у + dA) =0 , DO (у, + dg) =0. 
Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano 


s ЫЫ Oê 8 
TW Ww MD , pura Оз 


д ô logßy? ð 0 logh? 
peau de зы 


dv du X0, 
oppure 
д д 
Fa (Ma) 0, 5 (8а) -9, 
(1) 


д д 
Bra (Ве Ха) = т-у, (0r) = 0. 
Le prime due dànno 


а= 0 , = 


con U funzione della sola и e V funzione della sola v, sicchè 


" II ADI г 
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l equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva è 
X bf, y, du, du, = — © (Udu? — Рао?) = 0. 


La forma quadratica qui scritta essendo (impropriamente) in- 
trinseca, si può, scegliendo convenientemente il parametro w, sup- 
porre U?— 1, a meno che sia 07 = 0 (*); e similmente, sce- 
gliendo v in modo opportuno, si può rendere V?— 1. 

Se la superficie è R possiamo quindi supporre (**), scegliendo 
convenientemente il parametro v, che sia U = 0, У = + 1 oppure 


1 
йу E E Sm, 
1 
Sostituendo nella terza delle (1) si deduce f, = 0, e cambiando 
anche il parametro u si arriva ad avere 


(2) pz 1. 


Scegliendo opportunamente i parametri u , v delle asintotiche (***) 
di una superficie Б, l elemento lineare proiettivo assume la forma 
canonica 


(2) bio gg = 2ydudv , фа = du? + ү? уЗ 


in cui В = 1. Viceversa, ве B= 1, la superficie è Ro (****). 
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato più rapidamente 
scrivendo la (6) del $ 67 in coordinate asintotiche, 


(*) Si noti che U r2 0 per una superficie R o UV = 0 per una su- 


регӣоіо Ry. 

(**) scambiando eventualmente w con v. 

(*#*) Il sistema coniugato di deformazione proiettivo si riduce alle asin- 
totiche v = costante. 

(###*) Infatti le (1) sono allora soddisfatte ponendo 


1 
м Xs = 0. 
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Se invece la superficie è Л, possiamo scegliere i parametri 
delle asintotiche in modo che sia 

1 

zs j 

anzi, ricordando che le у, non sono definite che a meno а. un ш 
costante, possiamo supporre : 


U= у= 1, ossia а= = i Wat 


La terza delle (1) dà poi la condizione di Demoulin 
(3) Joa], , о%=1 


sicchè Ваи +- aydv= adf è un differenziale esatto. 

Viceversa se valgono le (8), la superficie ò R, le (1) essendo 
soddisfatte ponendo У; = + ‚ Xe E 

Vale pertanto il teorema: Scegliendo opportunamente i para- 
metri ù, v delle asintotiche di una superficie R, V elemento lineare. 
proiettivo assume la forma canonica 


Ё: Qa = 2a fa fy dudy 
- (8) | a= E1 
Pes. i $3 = f. f, (af du? + f, dv?) 


р 4n cui "(uo t B. Viceversa ве (u = + B, la superficie è R_(*). 
B) Un teorema per le superficie Ro о Л, 
Se si conoscono le equazioni in termini finiti delle asintotiche 


d di una superficie Rọ, la riduzione dell’ elemento lineare proiettivo alla 
forma canonica (2) y, si effettua con quadrature. Ciò segue senz’ altro 


wr (*) Ba=1 (о = — 1) se il sistema coniugato di deformazione proiet- 
iw tiva è reale (immaginario). 


or zu e dos vm ор. 94, rM sigg. 
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dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canonica. Ma 
vale ancora il teorema: Data comunque una superficie Ry bastano 
.. due quadrature ad ottenere U equazione in termini finiti di quel sistema 
. « di asintotiche cui si riduce il sistema coniugato di deformazione proiet- 
«tiva, anzi addirittura il parametro v delle forme canoniche (2) pu. 
Infatti, è in coordinate canoniche 


+ Xj, y, du, du, = dw? 


cosicchè, determinate le у; con quadratura dalle (7) del $ 67, 


A “0 жа [D bj, y, du, du, (*). 


Data comunque una superficie R la riduzione dell’ elemento: li- 
neare proiettivo alla forma canonica (3) n, e quindi anche la deter- 
minazione delle equazioni in termini finiti delle asintotiche e del 

«sistema coniugato di deformazione proiettiva non richiede che quadra- 
tuwe. Infatti da ciò che si è detto al 8 67 А risulta subito che le ¥, 
- si possono avere dalle (2) del $ 67 con quadrature. 

D’ altra parte, in parametri canonici è 


Pp Yat, y, du, du, + Eb, y, du, du, = 2 adu? , 
X al, Xi Vu, du, = w X bi, y, du, du, = 2 dw? , 


e le espressioni a sinistra essendo note, si hanno anche w e v con 
quadrature. 


(*) Come esercizio, il lettore deduca direttamente in coordinate curvilinee 


- generali che J| 305, xc du, du, | è un differenzialo esatto, ве H -+ wK = 0, 
= . facendo uso delle (7) del $ 67. 
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8 69. — Le superficie proiettivamente deformabili 


in оо? modi (*). 
A) Preliminari. 


Abbiamo visto al $ 67 che una superficie S non rigata si 
può deformare proiettivamente al più in oo? modi. Condizione ne- 
cessaria e sufficiente affinchò ciò avvenga è che sia soddisfatta iden- 
ticamente la (4) del $ 67; il che richiede 


(1) H=0 , К = costante, 


Le superficie cui è dedicato il $ attuale son quindi le superficie 
isotermo-asintotiche per cui la forma normale p, ha curvatura costante. 
Ma se è dato soltanto un elemento lineare proiettivo фз: e, sod- 
disfacente alle (1), affinchò esista una (e quindi co ?) superficie сог- 
rispondente, deve essere identicamente soddisfatta la (4) del 8 66 (**) 
cioó deve essere ancora 


— Da" (Bn + 24, В) + - B(K-F2—0) + 884 39"— о. 
dove B è definita dalla (1) del $ 66. 
Ora conseguenza delle (1) è l'identità (***) 
(2) Xa"(B,, + 24, В, +BP+3K(0'+Y)=0, 
sicchè la precedente si riduce a 


(3) K+2)(B+30'+3W")=0. 


(*) I risultati di questo $, tranne l’osservazione che le superficie con 
H = K 4 2 = 0 son quelle con asintotiche di complessi lineari son dovute al 
Cartan, Mem. cit., pagg. 801-307. 

(**) Cfr. 8 67 A. 

(***) Ci possiamo accontentare di verificare la (2) in coordinate particolari. 
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Nel determinare le superficie corrispondenti, occorre trattare 


separatamente i casi K=0.e K+0, Cominceremo col primo. 


B) Il саво К = 0. 


Se К = 0 possiamo scegliere, come ben si sa, i parametri u, v 
delle asintotiche in modo che sia 


pa=2dudv , f(—1 , =1. 
L’ equazione H = 0 dà 


ó*log(p:v) _ 3log pR? 0 


дидо ди др 


sicchò si può porre А 
JV [Uu 
(4) p= VE y qe | y 


con U funzione della sola « e V funzione della sola v, i due ra- 
dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora 
verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). Ora si 
calcola facilmente, dal quadro di formole che chiude il Cap. VI (*) 


(*) Le derivate di U o V sono indicate con apici. 


Ра У, 
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^ Sostituendo nella formola (2) ne risulta confermata l esattezza 
per il caso particolare H = К == 0 studiato. La (3) equivale alla: 


B 4-80/-- 3V'—0; 


e, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa : 


0 semplicemente 


U” = V" =a = costante, 

cosicchè 

Y : Tel i I RIT pd. ; 
3 y V = av? + bat? + ev + da , 


= dove a, di, ba, су, Ce, dy, da son costanti qualunque, purchè non 
` gia identicamente nó U = 0, nè V = 0. 


0) Continuazione. Formole finali relative al caso X = 0. 


Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal- 
colare le т, dalle equazioni (B) del 8 65. Vedremo che esse si 


"SEE pn^ uA (A = "E A 
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ЗЕБ a patita Vee veni FSA т. 
Ре Li Dew po EN T. ies Л fe are 


Ho 3 д Н T 24 df 
RUNI IPSE ово TE EUH ES ЕТ au ERRE TA 
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possono integrare effettivamente in co? modi, come sappiamo a 
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordinate asintotiche 


E. mbe). 

4 ЭУ - (Bra) = Вт („— A] ; 

3 E | д 2 Вау 343 
“Ж Ba Arata (= орт В. 


Sostituendo i valori di B, т, $,, $4, К, esse diventano 


E VLE ULT 
E AU Ула op оо UM 03/779 ge 
гда дуа (VE 

E. ) 4 de 2 Y > (= В 


sf 

СА Le prime due dànno subito (essendo U, funzione della sola w 
v © V, funzione della sola v) 

1yW | 

E - ag (7+), 
E0 nd 

P U [1 U' 

: эт °); 

à 9 yz ра NT) 
E: x (= چ‎ we War 
E: cè VE 1 Y" | (PV 
E x vue Uc 


Eu sicchè la terza diventa, sostituendo anche il valore di В 
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e moltiplicando con JUV, 
- 1 п, r "+ ; MEL 
E ec Vue CALI Kong —(0Uj tU 
: ВО 1 27:8 VP" «8 y. 
ES oco ED КАБАН SEE 54 =. 
Ora dalle (5) vediamo che - 
E ire U" = bau — bv, 
E cosicchè la precedente diventa 
D my: u'u" 8 08 | 
È -ptr o چ‎ 
1 УИ’ 8 рз 
la ETSI Ky INTO md. A LS MT LEA x 


«cone costante, da cui integrando, 


3 i = T H з Uu? 
E iB Jr ev 4- fs, 


con due nuove costanti /, e fa. Sostituendo in (7) si trova 


TR 
E т y' 1 y" 3 ya ке 
Н TITTY СӨ 7 , 
E (a t 
1 U" 8 Ua pue 
VT ra ovp t$ 


Fonni ө xcu, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale, i 24 
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dove U e V sono i polinomi (5). Le formole (D) del $ 65 B deter- 


3 E minano subito tutti.i coefficienti delle equazioni fondamentali. 
E D) Il caso K = cost. + 0. 
E Studieremo in modo simile il caso K + 0. La forma v, essendo 
м А di curvatura costante K, si può porre, сот’ё noto, nella forma 
1 1 
A 277 К (u уз dedo, 
E cosicchè 
^7 2 1 K 
5 S (8) e C rd u= ; W = sgn . 
+ a Ч 
por La condizione Н = 0 ossia DHOR(BCD. 0 diventa 
; Qu до 
m a — Ки) 
м pci убы BEST 
è PR legga ри алс 


cosicchè possiamo porre 


Б. È SACRE ALA E 1 E 
E ? (9) eV cs QE RN а 1K u—v yd 


T dove U è funzione della sola u, V è funzione della sola v, e i 
Ma. due radicali hanno lo stesso segno. 

i E Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). 
p. Dalle formole alla fine del Cap. VI si calcola facilmente 

50 

rex 2 9 

0,= — nt , “лар , dove 0 = log |а; | = log | By] 
m Ub E 7796 Aci et 

B io po ЕЧ PC T Oe n 
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OR A tug e MOLDE 
Mug pur me up (u—v ° 


1 v= (Uy T | tn 
E. uro zd 24 Tu-y_2]- 
` “(VE ver rem 
| pA oi], 
TIT 


3 NL са 9 U' 
A EE rt) unit u_9+9]- 


PNR TIT [/1 Vy" 1 vs ) 
--( Vate 


E. i Uo D eU 1 U" y'i 
Мает pro wwe эт 


pop 8 vy" lonis p Гү y 
i Par ia un cepto Vi gi 


و 
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3 y 6 
tun TF ат 


КӨУ TI pope воп" воч 
»- (45. TET 7r D 3 wj 


> ya )je-se)[pe-23-9]- 
EVE ET ERE CK eas 
(TL ie) (и — 9)? + sT uye] ; 
(NET, 
IE 
MONTIERI 


ENTI ARE DA 
AU ER T AN А PB M S. 


— E CPU. wv we. 
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HO үт (Ce Dia FA оез мо 


0" 8 0з U' 
+ (зт) u—)—3 t] + 


kj ia Tí vo” 
вава (1) (pec oso)p/ ront 


{ДД V Оер USD 15:09. a 
ue OT BOE TO O mr) 6—9 


к V9? f v : WE I 
-o (5) TRAUN E ЫП 


Реве р dg RAV трн : 
DESEE S mor E. ауе) 9—9" 


Dalle formole ora scritte si verifica facilmente che la (2) vale 
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3); se К + 2 = 0, 
essa è un'identità e comunque si scelgano U e V, le (6) son com- 
patibili ed esistono le superficie corrispondenti. Noi sappiamo dal 
Cap. П 8 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le cui 
asintotiche appartengono a complessi lineari ; esse furono oggetto di 
uno studio più approfondito al Cap. V $$ 47 e 49 dove si sono deter- 
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minate anche le loro equazioni in termini finiti. Se invece К +2+0 
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendovi i valori di B, Ө’, V", 
calcolati poco fa, e moltiplicando con JUV, essa diventa 


[0 00) + UU" (u —vy — 6U"(u — v? 800и 0) — 600 = 
X i 1 "nt п Li 
E = o | V"(u—v)* + 6V"(u —v)* -- 30V'(u—v) + 60Y |. 
У ; 0° E E 
c Operandovi con Tags si ottiene 
E T = RELA = costante 
P. : sicchè U e V son polinomi di sesto grado al più. 
A Di più posto w— v, la (10) si riduce а U = — oV, sicchè è 
E- necessariamente 
RG U == аш -+ bu 4- cu* -- du? -- еи? + fu +g, 
QA (11) 
"ol — o V = а + bv5 + cv + dv? ا‎ ev? 4- fv +g. 
E Sostituendo nella (10) si vede che le costanti a, 5, c, d, e, f, g 
T УҘ possono essere qualunque, purché non sia identicamente U = 0). 
Ee E) Le formole finali nel caso K= cost. +0. 
P 
К Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare 
le: le т, sostituendo i valori di 6, y nelle (B) del $ 65 B, ossia nelle (6) 
E. del $ presente. Sostituendo per ora i valori di f, т, ф,, фь, esse 
VS diventano, K essendo costante, 


а 1 Lg Sa 4‏ ر 
E & Ey a| = Var IK] ec (7)‏ 
E зг: аара pecu‏ 
dv luot U * ОЛЕ (wo \2 U ыо),‏ 


ve» н V E^ "a * d „А А-9 р Kė Sr 
КОЛЛЫК" y DES 7 2 „ыг: ОАА; C am ian вече PARA aie- 


t 


2 1 B 
°K (w—vy 


Le prime due dànno 


jo ow 3 1 

beri VI le vta з пи] 
LEY, 3 1 

vim V V3 [-- vue ' 


dove U, è funzione della sola w e V, funzione della sola v, sicchè 


р д 1 Lure ER Pm n (morsu 
E xx le Via] “%/ TT | ©” бт 
1 0" 1 CCA 1 
W (2147) CTT 5707 006) 9 scs] 
д 1 qo КА ГАЕТ. CA E 
dv s V 221 ТК U Е И (и — 0)? + 


1 y" 1 LEE | 1 
Y (-m-T) а) — Y CETO (uw. | 
e la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di В 


scritto a $ 69 D e moltiplicando con o Ero V (и —vy 


і BI PALI ALI ҮСЕ mt 
Р fU) = 
E 1 kd $5 pu 
E [200.4 Udo (-5 px iv) Worm 
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UE A EN cup E VT«|- 
U éw|(uw—wV v^ V àv [uy U! 


E 
i 
ў 


И put cop ES 
- от (9-2: dic di e) RES 


v - [em i y"4- i (-3 M ELE | (оке 


+i 37 (eo) + К 2r. 


Se K --2—0, quest’ equazione diventa, dividendola per (u — v)? ` 


[005—3 LU". — e (3] (u — v) — | 


EET 
80060" س‎ 
/ "t 3 y'a 
elfo re e-+ 
"a 
| 4: 2yv,— pati 
Se ne deduce facilmente : , 
E 00,= 3- 0"— E DL At Buto, 
-— Q4 
РР; = Y"— + u(t Bo +0). 


I valori di т,, т, sono quindi dati, nel caso di K + 2= 0, dalle 
` (12) e (14). 


Sia invece K +- 23:0 sicchè valgono le (11). Poniamo - 


» 


La (13) diventa 


0; w=) (— 2v ai Ru) (u — + Ep 


+3 а U'(u—v)—38(K+2)U= 


(10) 
=o [viuo (m + 2+2 E2 vr) (e+ 


48 IB EE 


Operandovi con Y e. ET si ricava, ricordando le (11), 
U" = C o V?" 


sicchè Us e V, son polinomi di quarto grado al più. 
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11) : 
ЕЯ.) ; 
U= (i + i) (К + 2)u? + Au? + Ви 4- C, 
(13) й 
xm, s (2-4 >) (K+2)v® + 49 + Во 4- C. 


Й í Le (12), (15) e (17) determinano le т, e le (D) del 8 65 B 


dànno i coefficienti delle equazioni fondamentali. 


WE SII CR TE PET N I L VI RIA. A 


"n 


Tu 
; 
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F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie. 


Le superficie con Я = К 4 2 = 0 dipendono, come abbiamo 
visto, da due funzioni arbitrarie di un argomento. Per altri valori 
di K, le superficie che abbiamo determinate non dipendono che da 
costanti arbitrarie. Dato il valore della costante X (sia per fissare 
le idee К+0), l'elemento lineare proiettivo contiene, secondo le 
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti 
sono essenziali. Infatti, i parametri di ш, v sono stati fissati in 
principio del 8 69 D soltanto a meno di sostituzioni della forma 


УАУ Aic ds odi. cat 
c ^ "idu Mis ^: 


Qu -+ ds E Q4? -]- do 


j uy = 
| ag“ a, ° a40 + a, 


Epod n o 


v2 


con d, , dg , аз, а, costanti arbitrarie. Quest’ osservazione permette 
di ridurre il numero delle costanti di tre unità. Di piü, le (9) mo- 
strano che, moltiplicando le U e V per una stessa costante, l’ ele- 
mento lin, proiettivo non cambia, cosicchè infine non restano che 


P 
f P. 


- 


E. tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso 
A vale anche se K = 0. Quindi : 

‚Ж Le superficie con œ? deformate proieltive sono le superficie 
v isotermo-asintotiche per cui la forma Ф, ha curvatura K costante. Se 
e : K = — 2, esse dipendono da due funzioni arbitrarie di un argomento 
Я e sono caratterizzate geometricamente dal fatto che tutte le loro asin- 
3 totiche appartengono a complessi lineari. Per ogni valore di K diverso 
e da — 2 non esistono che co? classi di co? superficie, le superficie 
Ж di ciascuna classe essendo proiettivamente applicabili fra di loro. 

3 Data comunque una superficie del tipo studiato al $ presente si 
E possono con quadrature ottenere le quantità u, v, U, V della precedente 
è discussione, e quindi anche determinare le equazioni in termini finiti 
Я delle asintotiche, delle curve di Darboux e di Segre. Supponiamo in 
b 

E primo luogo ЕС 0. 

Er. Essendo Н = 0, Уйди, è un differenziale esatto. Precisamente 
b è (cfr. 8 69 D) 

3 DD 3 EZ 3 

| ha) - (57 EE (TI + es 


(8 69, Æ} CONDIZIONI D'INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE ecc. 319 
siechó una prima quadratura determina 
TTT Уф du, 
pibe funis. 
(и — v? 


Poi [8 69 D, (9)] 


3 
2 


ne) ni AA | 
3 2: 


не (а) те ( Иа) 


sicchè due ulteriori quadrature dànno 


З i 

“© йи мері: у Ly dui 3 1 5 
i 3 E es W v: — 03» e 
VU "Da | 


Р dv iK] - faw d; 
v= W s 0 Pa ° d 
Jwv vi V E т POS 


Notiamo che ciò basta per ottenere le equazioni in termini 
finiti delle asintotiche (du — 0 , dv — 0), delle curve di Darboux E 
(du wdv= 0) e delle curve di Segre (Ju — wdv'=0). Por deter- 
minare u e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (ps) ciò che si 
ottiene da Ф, dando a v un valore fisso scelto a piacere; le 


(MALA: 


(u (u — vy] o 


vw, e V, abbiano significato analogo ; sarà: 


> 
2 


ec pu) [rrr] emer 


| CAPITOLO SETTIMIO [s 69, 7) 
| Poichè KT ente, un'ulteriore quadratura determina Жейн ы 
dar v) 1» lu—wl 
Moy Ө "a u. Analogamente si ottiene v. Finalmente 
Bm du? dv? 
DS y U = = y = ,جج‎ 
È D i du ; do 


: Le cose si presentano più semplicemente se K = 0. È (cfr. 
8 69 B) 


Й 

Xj du. 3-7 du Lip. 
Luo” 1 

EQ, Duy = — < Td tag 


cosicchè 
ETA Li dui ў хф Du, 
И UT = di j M T = j ; 


7 


Е il che determina U e У. Poi 


Y "T 
à TA ЖЕЛ 
7 P- 7. S 
п |е) av, 
1 
T = [Dpi Du 3 : 
MATE |! LA Q3— Ф, 


pm 


"f — — [24 Du 
VV Jo 2 j Vota. 


ES ЖЕ 


i cosicchè 
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Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre 
sono qui 


ба кы = costante. 


pom Jp 


In ciò che precede si è implicitamente ammesso che le asin- 
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma è agevole vedere che 
le formole trovate dànno, usando convenientemente l’ immaginario, 
anche tutte le superficie con Я == 0, К = cost. a linee asintotiche 
immaginarie. Se K — 0, per arrivare ad una superficie reale, basta 
far assumere ai parametri u e v valori complessi coniugati, nella 
(5) prendere a reale, e 5,, ba; Cı, сь; dı, dy complessi coniugati, 
e nella (T). prendere e reale, f, , fa complessi coniugati. Se К + 
+ 22 0, basta dare a u e v, U e V valori complessi coniugati. 


Se K<0, K 4-2 2, i parametri и e v devono assumere valori 


complessi coniugati, le costanti in (11) e quelle in (17) devono 
essere reali. Finalmente se К >> 0, occorre far assumere valori 


complessi coniugati a wu e 227 La costante d in (11) deve essere 


reale, a e — 9, b ef, c e — е complesse coniugate. Nelle (17) В 
deve essere reale, A e — C complessi coniugati. 


G) Quadro finale delle forme fondamentali 
delle superficie con 77 —0, K = cost. 
Wi R= 


Pa = 2dudv, 


2d U 
Pa = Vi o VG, 


ө Words p > RBB idee», ya 
там Ја rr 4 


se ev -+ fa 
LR 


1 | 
ETTI 
rt Г; 
= au + b u? +c,u+d,, 
У = av) + ba 0° + cav -- ds, 


2 K=—-2 (superficie con tutte le asintotiche. e отш 
— lhneari). 


DE 2dudv 
CED 


з 
177 8 dA Av EHE yo] a 


5 a ES 3], 


А, В, О sono costanti, 
U è fanzione arbitraria di и, 


V è funzione arbitraria di v. 


.[8 vg (ca CONDIZIONI D pensa E D eco. 


K(K+2)+0. 


( 


EN, 
T= Ar du; --Var К] VI PES mao: crt 


y" 8K ү? м 3 . > ; A тИ 


Б: Au 4 
| Ls + (- — س‎ —— ——— _— — E ui 
Ne Ly 19 v" x 
SG xim av + 5) (К + 2)0 + Avt- Bo + O "PG 
CON re nh «-)a- 
È ni T ДУ, 
р Ea 
1 1 da U' E 
ssi D МЕ ao 
“<< “Улт yz Hos w—v 7 s E 
4 KU" зк U^ T 
E * im ups 36 Ur t 


99 | (F avt g) (E + But + Aut + Bu +0 


È + Ü —)«—#]&, 


U = au’ 4- bu? 4- cu* + du? + eu" + fu +g, 
p d — oV = av + bo 4- ev* + dv? + е? -- fv 4- g, 
E u = agn K . 


w 
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$ 70. — Nuovo-metodo per lo studio 


dei problemi precedenti. 


A) Principio del metodo. (F) 


Lo studio dei problemi precedenti in coordinate asintotiche 
porta allo studio del sistema (cfr. le (14) e (15) del Cap. II, 8 16 D) 


(1) L, = — (21, 4- But)» 
(2) M, Mem (2 Bo + p) 
(3) Bow + BM, + 2MB, = Yuuu + Lu + 2u . 


Se la superficie non è rigata (caso già studiato al Cap. IV, 
$ 40) potremmo introdurre una nuova incognita ausiliaria R, in- 
dicando con f i due membri della (3). Allora dalle (1), (2), (3) 
si potranno dedurre L,, My, Du, M, come funzioni lineari di 
І, M, R. Dalle condizioni d’integrabilità Zu = Dou, Mus = Mou, 
troviamo delle equazioni lineari in Ry, R,, di cui si debbono cer- 
care le nuove condizioni di integrabilità. Questo metodo inizial- 
mente concepito dal Fubini è di complicazione non inferiore al 
precedente, ed ha lo svantaggio di fare i calcoli in coordinate par- 
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece 
sono posti in evidenza dal metodo precedente dovuto al Cech. 

Esso diventa però semplice in qualche ricerca particolare, p. 
es. nella ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro 
applicabili. A. ciò dedichiamo il resto di questo Capitolo. 

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu- 
zioni sono del tipo 


L4 Xh, Pi 1 M -- XhQ, 


ove L, М sia una soluzione particolare, P,, ©, (*) sono soluzioni 


(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti. 
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particolari del sistema omogeneo 


(4) P,—Q,—0 , BO. +- 208, = P, + 2 Pla» 

E perciò : 

Se una superficie è deformabile, è deformabile in infiniti modi, 
al massimo in co? modi (se restano arbitrari i valori iniziali di 
L, M, В). 

Quando mai le (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare 
che, se Л, M ed L/, M' sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3), 
allora (Cap. II, 8 16 D) 


(L— L')du* + (M — Md? 
ha carattere intrinseco. Tali saranno perciò le forme 
(5) Pidu? + Qdo? 


Per le (4) sarà P, funzione della sola и, $, della sola v. Se 
la superficie è deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non 
nulla, potremo cambiare i parametri delle и, v (e scambiare, even- 
tualmente, le w, v) in guisa che la (5) considerata sia del tipo 


dv? oppure du? -- dv? 
cioò P-0,Q21 oppure PzQzl1l. 


Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il 
parametro ш. Nel primo caso è, come si vede dalle (4): 8, — 0, 
cioè B funzione della sola u. Cambiando il parametro u, potrò ren- 
dere f = 1. 

Nel secondo caso è B, = Y„. Siamo nel caso di una superficie R, 
Quindi : 


Una superficie deformabile non rigata o è una superficie R di - 


Tzitzéica, oppure si può per essa rendere B= 1. Ogni superficie di 
questi tipi è almeno deformabile in œ! modi, Vediamo quando essa 
è deformabile in oo 3 modi. 


B) Le superficie con 8 =1 deformabili in 03 modi. 
Le (4) diventano 
P,=Qu= 0 Й Q= (P, 4- 2P',. 


Fusini o Свон, Lexioni di Geometria proiettivo«diferenxiale. 25 


NT, 
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i Poichè P ne risulta funzione di ш, Q di v, indicheremo Р con 
г SEP lettera U e Q con V, cosicchè avremo l'equazione 


SS (6) V'— qU'-- 2U1,. 


Dobbiamo cercaré quando, oltre alla soluzione U =0, V — 1, 
ve ne sono altre due U, e V, ed Uq, У, indipendenti linearmente, 


Tr AUi or ULVi— MIDI 
CHUA DEO ic don pnmum 


Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce 


Tuo — уок бт log (U U,— U, U;) 


92106 Lou 
du dv : 


E perciò =UV, ove U, è funzione di w, Vs di v. La (6) 
diventa 

E V'= UjV,U'4- 2UU{ Va, i 

cioè 

U;U'|-2UU/=h  (=cost), 


== (h, k costanti). 
3 


Se una superficie eon B= 1 è deformabile in co 3 modi, allora ў 
è prodotto di una TNR della u per una funzione della v e si 
ha K=0. 

Dovremo ora nude le (3) in questo caso: cosa facile, ma 
qui inutile dopo i risultati del precedente $. 


SIT RITA T IUS DR GIRONE I NE A NEN ART СИЕР PRON RDN: УТОР 
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C) Superficie con à — 1, KEO, deformabili al più in ю? modi. 
La (6) possegga ora una sola soluzione U, V (a meno di un 
fattore costante) con U 4 0. Derivando rispetto ad w, troviamo 
TU" -- Tu U'K 2U't s ex. 


Essendo U + 0, questa equazione in. у possederà due soluzioni 
indipendenti Uf, Us funzioni della sola ш, E sarà 


(7) = Ui Vi + UV, 


ove le V, sono funzioni della sola о, Nell'ipotesi К + 0, sia le 
Ui ed Us che le V,, Vs saranno linearmente indipendenti. Dato y, 


e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovrà soddisfare alle _ 


U, U"-- 8U/ U'-- 20 0-0, 


cioè 

UU'+2U/U=h , (costanti) 
ossia 
(8) x ULU =h Ui ki (ħi, k, costanti). 


Le due funzioni U, sono dunque legate dalla 
Us Us 
hU, 4- b, RUHE: 
Le superficie con 8= 1, К+ 0 deformabili in œ? modi sono, 


se esistono, quelle per cui Y ha il valore (7), dove le U, , U, sono 
legate dalle (9) (in cui, si noti, se A, 3: 0, si può supporre, mutando 


0 in U,, che k= 0). 
h, 


(9) 


Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore, 
ві devono discutere le (1), (2), (3). 


D) Le superficie R deformabili in ооз modi. 


Le superficie R deformabili in oo * modi sono, se esistono, quelle 
per cui esiste una soluzione (diversa da U= V = cost.) delle (4) 
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cioè della 
(10) BV'--28, V  qU'--2q,U. 


Noi qui ci accontentiamo di studiare quelle deformabili in oo? 
modi, cioè quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni 
U,, V, (= 1, 2), che соп la U=V=1 formino un sistema di 
tre soluzioni indipendenti. Ponendo in (10) U=U; e V=V,; ві 
hanno due equazioni lineari in B, ү e „== 3,. Risolvendole si 


] 
v * 


trova il valore di t da cui integrando si ha: 
(11) e [Us (V, — U;) — Ui (У — U] = Ui, 
ove U, è una funzione della u. Così analogamente, risolvendo ri- 


spetto a vi integrando, indicando con V una funzione della v, 


si trova : 
(11) pis P= U) — (Vg Uy] == V1. 
Bo 


Ma, dividendo l’un per l’altro i valori trovati di È e r (e ri- 


cordando che 6, = т.) si trova che 


Ё к СОГЫ? 
(11) ur UV,—U)—U(—U) 
m LANDA 8 
Rn SA ia T VETO DI . 
Va(Vi — Uy) — Vi(V»— Uy) 
Dividendo membro a membro le (11) e (11), e ricordando 
(11) «e, , si trova che 
B: Y= Us: Vg, 
cioè che la superficie à isotermo-asintotica. 
La ricerca è p. es. ridotta allo studio della equazione non 
semplice 
U,: Va= Ш(Ё,— U)— Ui(Vy— Uy): 
(И U)— Vi(Vy 03). 


È inutile proseguire il calcolo, fatto per via più completa nelle 
pagine precedenti, 


— . NB, Per chi voglia riunire tutta l'opera in un solo volti, is nad 
TS ui presente indice sono state predisposte in modo da potere essere tolte 
p quando sarà stato pubblicato anche il tomo II; il quale, dopo liberato del - 
frontespizio, risulterà una pura continuazione del I por la numerazione dei 

E ‘capitoli è delle pagine, e conterrà alla fine I’ indice completo-di tutta 1° оре i3 
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